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A. Notaţii matematice adoptate 


M, (a, b, c,.. 
Ø 


Multime n 
Multimea vidá 
Apartine lui 

Nu apartine lui 
Inclus in | 
Nu este inclus în 
Include pe 

Nu include pe 
Reunit cu 
Intersectat cu 
Implică | 
Echivalent | 
Există | 
Oricare | 
Sau 

Si 

Valori algebrice 
Necunoscute 

Puncte geometrice 
Unghiuri | 
Plus i| 
Minus 

Plus sau minus 
Produs vectorial 
Împărțire 

a la puterea n | 


Radical din « | 


Rădăcină de ordinul n 
| 
din a i 


(a, b) 


C, const 


Modul de citire 


Egal 

Identic egal 
Diferit de 
Aproximativ egal 
Strict mai mic 
Strict mai mare 
Mult mai mic 
Mult mai mare 
Mai mic sau egal 
Mai mare sau egal 
Parantezá rotundá 
Parantezá dreaptá 
Acoladá 

Interval deschis 
Interval inchis 
Interval deschis la stin- 


ga, închis la dreapta | 


Interval închis la stin- 
ga, deschis la dreapta 

Modul (valoare absolu- 
tă) 

a divide pe b 

Constant 


Sumă de p elemente 


Produs de p elemente 


Infinit 
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| Simboluri 


10 

| f(x) 

| PD (2),..., 
Pa) 

Ja (iD de 
ua (x, Y, - «De $34 


m 


| Sa 


Modul de citire 


Factorial de n 


luate cite p 
te luate cite p 


coloane 


Unitate imaginară 
Partea re a lui z 
Partea imagina 
Modul de z 


| Conjugata lui z 


Argument de z 
Limitá 


Limitá superioará 


Limită interioară 

Tinde către 

Crește 

Descreste 

Diferentà finitá 

Operatorul de diferen- 
tiere totalá 

Derivatá partialá 

Functie de x 

Derivata de ordinul 
15:24 «29 zi 

Derivata partialá de 

ordinul 1, 2,...a lui 
f(x, y, ...) in raport 
cu cr 


| Integralá nedefinitá 


Integralá definitá 
pesegmentul [a, b] 
Integralá definitá 
pe multimea M 
Integralà curbilinie 
Integralá dublà pe 
domeniul S 
Integralá triplá pe 


domeniul Y 


Permutári de n obiecte | 
Aranjamente de n obiecte! 


Combinări de n obiec- | 


Matrice cu m linii si n | 


| Determinant de ordinul n 


ă a lui z | 


Simboluri 


et 

loga 

lg 

in 
colog 
antilog 


sin 

cos 

tg 
cotg 
sec 
cosec 
arcsin 
arccos 
arctg 
arccotg 
arcsec 
arccosec 


sh 


a 


——————— — 


| Modul de citire 


| 
| 
Le la a 
Logaritm în baza a 
| Logaritm zecimal 
Logaritm natural 
Cologaritm 
| Antilogaritm 
| Vector 
| Valoarea absolutá a 
| vectorului 
| Proieetiile vectorului 
| pe axele de coordo- 
| nate 
| Versorii axelor 
de coordonate 
| Vectorul de pozitie al 
unui punct M 
Segmentul AP 
== 
| Arcul AB 
Triunghiul ABC 
Unghiul A 
| Unghiul format de la- 
turile AB si AC 
| Paralel 
| Perpendicular 
| Asemenea 
Grad sexagesimal 
Minut sexagesimal 
Secundă sexagesimală 
Grad centesimal 
| Minut centesimal 
| Secundá centesimalá 
| Sinus 
| Cosinus 
Tangentá 
Cotangentá 
Secantá 
Cosecantá 
Arcsinus 
Arccosinus 
Arctangentá 
Arccotangentá 
Arcsecantá 
Arccosecantá 


Sinus hiperbolic 
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Simboluri | Modul de citire | Simboluri | Modul de citire 
| 

ch | Cosinus hiperbolice arg th Argument tangentă hi- 
th | Tangentă hiperbolică 1 ebd: AENA 
coth | Cotangentă hiperbolică arg coth Argumen co ang 
sech | Secantă hiperbolică | hiperbolică ORUM 
cosech | Cosecantá hiperbolicá | arg sech | Argument secantá ai- 
arg sh ; Argument sinus | perbolică ý 

| hiperbolic || arg cosech Argument cosecantă 
arg ch | Argument cosinus | hiperbolică 

|  hiperbolic 

| 


B. Valorile unor eonstante uzuale 


Raportul dintre lungimea circumferin- 
tei si diametru: 


d 


— 3,1415926536 


Coeficientii de transformare ai valorilor 


unghiulare sexagesimale in radiani: | E, A le de 
c" = 206264,806247 ... 

Coeficientii de transformare ai valorilor p£ = 63,6619772368 ... 

unghiulare centesimale in radiani: | S z People gj 
Baza logaritmilor naturali: e =>2,7182818285 ... 
Modulul logaritmilor zecimali : y = 0,4342944819 ... 


1. ARITMETICĂ SI ALGEBRĂ 


1.1. MULȚIMI 


1.1.1. Definiții. O mulțime este un ansamblu de obiecte, acestea formind elemen- 
tele mulțimii respective. Mulțimea M formată din elementele a, b, c, ... se notează 
M = (a, b, c, ...). Mulțimea ale cărei elemente + au proprietatea p, se notează (xp). 

Relaţia de echivalență între două elemente a, b e M se notează a b și areproprie- 
tátile : 


a zz b — b x a (simetrie) 


a = a (reflexivitate) 
axb Abxcesa x ce (tranzitivitate) 


Submultimea elementelor echivalente cu un element dat formează o clasă de echi- 
valență. 

Relaţia de incluziune: AC B dacă fiecare element al mulțimii A este si element al 
multimii B, iar A se numeste submultime a lui B. Relatia de incluziune este reflexivá 
(A C A) si tranzitivă (A C BA BC GC-S AC C) 

Două mulţimi sint egale A = B, dacáseinclud una pe alta (A C B A Bc A). Relatia 
de egalitate este reflexivá (A = A), simetrică (A = B — B = A) si tranzitivă (A = 
=BAB=C=>3A=0). 

Complementara lui A față de B (dacă A C B) se notează (2A sau CA (CA = B— A), 
iar C (QA) = A. 


Mulțimea vidă Q este mulţimea care nu are nici un element. 


1.1.2. Operatii eu multimi. Se considerá multimile Aj, Ao se. Ay» Reuniunea lor se 
noteazá : 


n 


A,UAUA,U...UAs— UA; 


í=1 


ȘI reprezintă mulțimea elementelor care aparțin cel puțin uneia din mulțimile compo- 
nente. Reuniunea are următoarele proprietăţi : 


A UA=A 
(4AUBUC=AU(BUC) 
A U M — M (dacă ACM) 
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GEODEZI 


Intersectia mulțimilor considerate anterior se notează : 


A TY LATE aN aa = VA, 


si reprezintă mulțimea elementelor comune tuturor mulțimilor considerate. Intersecţia 
are următoarele proprietăţi : 


ANMA=A 
ANDNC=AN(BNO 
nB =B Ai 

Ano-o 

ANM=A (ACM) 


Dacă A N B = Ø, multimile A si B se numesc disjuncte. 
Considerind incluziunea, reuniunea și intersecţia, se mai pot scrie următoarele pro- 
prietáti : 


AGA AB AUGnO-(AUB) n(A UC) 
AN BEA An(BUC)—-(An B) U(A NC) 
AUCA=M ACCABCC-SAUBCC 
¡JANCA=9 CCEANGOGBSCOCANS 
ACBSAUB=B C(4uB)-(quuuon us 
ACBOANB=A C (A n B) = (CA) U (CB) 
AcB-AUGcCBUC A C B'SA DGE 


ACBSANCEBANC 
Produsul a douá multimi A x B avind elementele a si respectiv b, este multimea 
formatá cu toate perechile ordonate (a, b) si are proprietátile : 


f (A B)xC—AX(Bx C) 
LAXBEBXxA 


Pentru n mulţimi, Aj, 45. .... 4,, produsul reprezintă mulţimea formată din sis- 


n 


temele ordonate (Ay, 05, ..., Un) Și se notează: 
A. w aod dl AL S 


1.1.8. Analiză combinatorie. Numim permutări de m obiecte Pm, totalitatea grupelor 
ce se pot forma cu aceste obicete luate cite m, astfel ca două grupe să difere între 
ele prin ordinea elementelor : 

Pm=1:2-3-... -m- ml (prin convenţie 0! — 1). (ED 

Pentru 3 obiecte (a, b, c) rezultá permutárile : 

abc ; cab; bea; cba; acb; bac. 

Numim aranjamente de n obiecte luate cite m, totalitatea grupelor ce se pot forma, 

astfel íncit două grupe să difere prin ordinea sau natura elementelor : 


n! 
A" = n(n—ty(n- 3). AR m Epe (msn). (1.2) 
7 (n — m)! 


De exemplu : 


ARIE MRI: IC A 


ȘI ALGEBRA 15 


pentru n = 3 sim = 2 


ab; ac; 


, rezultá: 


bc; ba: ca: cb. 


EPELE 


1.2. NUMERE 


ȘI are proprietățile : 


im| > 
=08 ¡ml =0 
|—m| = 

Im! < 


2.2. Numere intregi. 


$ m nm. pl 2 
0 CAC 


abe. 062 x 


1.2.1. Numere naturale. Acestea sint 1, 2, 
mite o ordonare liniară : 

a Ic pace AA 

Principalele proprietăţi ale relaţiei de ordine sînt : 


mX n= 


> 


0-cm-«n 


Im| = | 


0, ym 


c 


|m] 
e-cXm 


n 


1d; bc; 


1 


——— 


m n 


m dacă 
0 dacá 
—m dacá 


Se 


durer 


Permutárile pot fi considerate ca aranjamente de m obiecte luate cite m, 
Numim combinări de n obiecte luate cite m, totalitatea grupelor ce se pot forma, astfel 
incit sá difere cel putin prin natura lor : 


FC 


De exemplu : pentru n = 4 si m — 2 se pot scrie combinárile : 
bd ; 


<n=1<n<n+i1<... 


mxnmAnxm-m-n 
m<n An<p=>m 
m<Sn=>m+p<Xn+Pp, yP 


¿Pu < AP, yp >0 
"dp >np, yp SO 


<p 


Mulfimea numerelor intregi este f 
relor naturale U zero U multimea numerelor intregi negative. 
Valoarea absolută sau modulul unui număr m se defineste astfel; 


m > 
In = 
m < 


[m n| Sim| + [n] 
Im + n|>||m| — In] 
Imn| = im| |n] 

mi "|m| 

n in| 


n,... Sirul numerelor naturale 


n! 


(1.3) 


m!(n—m)! 


sone 


n 


cd. 


tă din mulțimea nume- 


9 
0 
0 
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Numărul m este divizibil prin n, dacă există un număr g astfel ca m = nq si se 


noteazá n|m, avind proprietátile : 


| 1|m min A n|p = m|p 
mlm min A m|p =m] (an + Bp) 
m |n — mp |np i 


Orice număr întreg m =£ 0 admite o descompunere unică m = + p,p,... p, în 
r factori primi. 

Pentru două numere întregi m, n=£0 există $i sint unic determinate alte două numere 
întregi q si r, astfel incit m = ng +r (0<r < |nl). 

Cel mai mare divizor comun a două numere întregi m și n este un număr întreg po- 
zitiv q, astfel incit g|m; q|n si din rim și rin să rezulte r|q și se notează q = (m, n). 
Două numere întregi m si n sint prime între ele, dacă (m, n) = 1. Practic, c.m.m.d.c. 
se determină prin algoritmul lui Euclid constind in aplicarea repetată a împărțirii cu 
rest : 


m = ng, 4- r cu Ox r, < |n] 
n = n, - ra cu 0 XT, < ri 


Pa-1 — Ta data d Tara CU O Tht < Ta = (m, n) 


Cel mai mic multipla comun a douá numere intregi m si n este un numár intreg po- 
zitiv p, astfel încît m|p,' n|p si din m|s si n|s sá rezulte pls si se notează p= {m, n}. 

Dacă m si n sint prime intre ele, (m, n) — mn. 

Între c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. există relația : (m, n) im, n) = mn. 

" A : x , m Ă a 
1.2.3. Numere raţionale. Acestea se pot scrie sub formă de fractie — (m si n fiind 
n 

numere intregi, n 0). Numerele rationale pot fi reprezentate si sub formá de fractie 
zecimală : dg, Ca d$ ... Ag care poate fi finită sau infinită. Numerele care au partea ze- 
cimalá infinitá si neperiodicá se numesc numere irafionale. Numerele irationale care nu 
reprezintá rádácina nici unei ecualii algebrice se numesc numere transcendente (de exem- 
plu e si m). 


1.2.3.1. Proporții: > = "iu ad = be. Se pot serie totodată relaţiile : 
JE b d m. b d 
( dob a ibo 
Proprietáli : 
WA s eed. n atol rta  a+b c+d 
A AA AA 


1.2.4. Numere reale. Numerele rationale si iraționale formează împreună mulțimea 
numerelor reale. 


Se consideră un număr real a si m, n — intregi poztivi. Produsul 
se numește puterea a n-a a lui a (a%). 


a n factor 
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ah = an+” a? — b? = (a + b) (a — b) 
ar a -a 3 ! 
n » im . 
d, rn (ab) ad + b3 = (a + b) (a? Fab + b?) 
ay” a? — b" = (a — b) (a7! + a^-?b 4... + 
112 qi" i.p pi — (a + b) (gà — a9—1 b 4... p Dh). 
1:a" 3 n ESQ a?” — p?9 = (a+b) (M1 MA p 4... — p2N—1) 
a 
(am)* = am» = (a”)” (ap ez 
pS 1 (n-par, impar) (a + b)? = a? + 34b + 3ab? + b? 
(-1) + 1 (n-par, imp i L 
a9 — 1 (a + b)) = at + Aa3b + 60202 + 4ab? + b 
0? — 0 (a + b + c)? = a? + b? + c? + 2ab + 2bc + 2ca 
ES —1) (n—2 "€ 
(azE b)" —a? + na?-1 b + M aa a^ -3p? + pep o ) a3 b p ,.. 4- 


1-2 4 20 


2 2 h2 E a] 1 —1 hi. 
+ (x 1)* D" — a* E ci ond a > C3 a” 3 53-L.... -- CT abh—i4- 
(1.4) 


+ (+ 1)”b” (n-intreg, pozitiv), (binomul lui Newton) 
in particular, pentru a = 1, b —z, —1«ccz-«1 existá relatiile : 


n(n — 1), SAS re- (n—2)...(n—kt 1), , 
21 kl 


(14-2)" =1+n2 + 


dia) ISI pr poa B (FI +. 


2=1 7204380 qp 423 + 5zi pe. + (FDO na” on 


r 21 
1 A ER SK A AU Pas M 
s ^ t 157 — 1387 t 2562 iM. S 


Dacă x este mic, se pot serie formulele aproximative : 


1 


n TL 
dio” z=1+nx; (1x) ai i (12) 


1.2.4.2. Radicali : 
m 


Va = bob =a 


m 1 
Ya = qm 
m m m 
y ab — ya yo 
t4 m 
| I a la 
4 b m 
Vo 
HE A mn 
ya ya E ante 
m n mn 
Ya yi = yaris 
m 1 
/ 1 1 Um 
= = - ES 
a m 
Va 


1.2.4.3. Logaritmi. 
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Y. [owes 
ya = d | a | 
2n+1 pa Y 2n+1 Y ! 
V-a = — Va | 
Va + Vo — Y a bu2 Va 


mii 


a b : 
y & db x a d — (b mic în raport cu a) 
da 


3 

4 3x. b i 
Vas + b x a4— (b mic in raport cu a) 

3a? 

n 
Va" y "pie. HEC 

a^ 4+b a + > (b mic in raport cu a) 

na 


Va + bè 220,960 a + 


y a? 4 


0,398 b (a> b) 


b? + c* = 0,939a + 0,389 + 0,2970 (a> b> c) 


Considerind douá numere pozitive a si b, ecuatia a? — b are o 
solutie realá, care se numeste logaritmul lui b in baza a: 


q* = b; x = loga b; alog ab = b, 


Numai numerele b> 0 au logaritmi, iar baza a> 1. 


Proprietăți : 


log, a =1 
log, 1 == 
log, ad =b 


log, (b c) = log, b + loga € 


5a 


b 
log, (5 = log, b — loga e 


c 


log, b” 


n 
log, Vo 


log, c 


= nlog,b (n real) 
1 

= — logąb (n real) 
n 


= log, b log, c (formula de schimbare a 
bazei; a, b> 0, a, bÆ1) 


log, b log, a = 1 
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Între logaritmul zecimal al unui număr b—1g b și logaritmul natural (neperian) — 
In b există relaţiile: 


In b = In 10 lg b = 2,302585 lg b (I.5) 
lg b = lge In b = 0,434294 In b (1.6) 
si de asemenea : In 10 lg e— 1 


Valoarea u = 0,434294 se numește modulul logaritmilor naturali. 


.2.5. Numere complexe. Un numár complex este o pereche ordonatá de numere 
reale (a, b), satisfăcind regulile : 


f (az, 5) + (a5, ba) = (a, + az, b, + da) 
V (a,, bi) * (a5, ba) = (aja, — biba, a,b, + a5b,) 


in particular, numerele de forma (a, 0) = a sint reale. 


i$ = — 1, adică i= /—1. 


Notind i — (0, 1) rezultá i 


Asifel, orice număr complex se va putea scrie sub forma : 


(a, b) = a + bi = c, unde a = Rec si b = Imc. 


Douá numere de forma c — a bi, c — a — bi se numesc complexe conjugate. 
In afará de forma algebricá (a + bi) un numár complex poate fi scris sub formá tri- 


gonometricá: e (cos + i sin), unde p = Va + b? este modulul, iar 6 (tso EA 
a 


este argumentul numărului complex. 


. Proprietăți : 


a bi 034=0Ab=0 
ay bi da bi — a, = d$ A b, = b, 
cos 0 + ¡sin 0 = eS i? (Euler) (1.7) 


i sin 0) = cos 0 — i sin 0 
i sin 8,) (cos 0, + i sin 0,).— cos (0, 


1: (cos 0 
(cos 64 L 


H 03) = i sin (0, + 0,) 


(cos 6, + i sin B,) : (cos O, + i sin 02) = cos (0, — 0,) + isin (0; — 0.) 
1 1 2 2 1 2 1 2 
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1.2.5.2. Operații cu numere complexe : 
— sub formă algebrică : 
(A, + bii) + (ag + bai) = (a, + da) + (b + bp)i 


(a, + bai) (ag + bai) = (aa, — baba) + (ab, + agb) i 


a + bi — a10+bb, p Gabi — arba ; 
dy + dai ai--b$ ^^ a+ br 
(a + bi)" = (a” — as ar-a p2 4 ci ari E (cl q?—-1 b— că a*—353 + ...)i 
A d li 6 ue 
adi > n (Va EH b?+a) ti J: ( a* + b2—a) 
— sub formá trigonometricá : 
(cos 0 + i sin 0)" = cos n0 + i sinn 0 (formula lui Moivre) (1.8) 


si ca o consecintá, formulele trigonometrice : 
sin n0 — Clcos"—19 sing— c? cos"—3 0 sin? 0 + c cos"—? f sin? 0— ... 
2 
cos nO = cos" — C; cos"—? 0 sin? 0 + c cos?—1 0 sint 0 — ... 


1 "Wo URN 
te în aa LARA 


12 4,2 4 
1 — Cata? 0 + C, tg* 0— ... 


1.3. SIRURI DE NUMERE 


1.3.1. Definifii O mulţime liniară (ale cărei elemente pot fi puse în corespondenţă 
biunivocă cu punctele unei axe) și numărabilă (elementele ei se pot pune în corespon- 
dentá biunivocá cu mulțimea numerelor naturale), formează un şir de numere : 


Cn eius 


a, se numește termenul general si defineşte șirul respectiv. 

Conform teoremei lui Weierstrass- Bolzano, o mulţime liniară infinită și mărginită are 
cel puţin un punct de acumulare. Dacă șirul are un singur punct de acumulare situat 
la distanţă finită, el este convergent si în acest caz limita superioară se confundă cu 
limita inferioară a șirului. Un sir a, este convergent avind limita a, dacă unui număr 
€ > 0 îi putem face să-i corespundă un rang N (s) astfel incit pentru orice n > N să 
rezulte : |a, — a| < e. Atunci se poate scrie: lim a, = a. 

fi^ ao 
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— 


Un sir divergent nu are limitá finitá: lim a, — + oo. 

j 1-06 y IO WEIN 
Condiţia necesară și suficientă ca un sir a, sá fie convergent este ca unui numür 
o să putem face să-i corespundă un număr N, astfel incit pentru orice n> N 


sí rezulte : 
lAn+p — anl < €, Vp. 


Orice sir monoton (crescátor sau descrescátor) si márginit (superior, respecliv in- 
terior) este convergent. n 
Orice sir convergent este márginit. 


1.3.2. Proprietátile sirurilor convergente 


| lim tag zi bn) e eset zs perie i um co ES c) em ub um ME de (c fix) 
| 1 * n 
lim (abo) i-o on papă (can) = en keie (c fix) 
| lim d, " ta pentru 0 <a <1 
: an n+ (lim b, Æ 0) lim a^ = (1 pentru a= 1 
oH [ad E: lim b, nre qais lo pentru a1 
n>a 


lim 
noo 


k 
da = ylim An (An > 0) 


n—00 


2 cd lim Ja,| = |lim a,| 
n> næ 


| n n 
| 1 z 
lim (+ — | =e lim (« >) = e 


n n-o n 
lim ay bn 
yn Lg) 


(cind lim a, = 0, lim b, = + o0) 
n-»oc n-»o0 


lim (1 + an 
| n2 00 
E a Begu (Dn +1 Æ bn) are o limită, atunci si 


— dacă lim b, = co şi raportul 
b, OR ba 


n—00 


raportul ^ are aceeași limită pentru n>0 (teorema lui Césaro); 
n 
— dacá sirul convergent a, are tofi termenii pozitivi, atunci: 


n 
—— : a 0, 4-.... +4 / n ; 
lim //a,a,...a, = lim Matt: te oum a, (> 0); 
n-o0 nœ n n> 


iar ea S Anti imită i şirul : 
— dacă şirul auxiliar —2- , 3 ,... , it... (a; > 0) are o limită, atunci y 
a a An 


3 
Vaz, Va, . e ., Va, are aceeași limită; 
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— dacá a, >0, atunci lim An 2-0, iar dacă a,<0, atunci lim a, x0; 
n-> oc n- 
— dacă de la un anumit rang 4, ŞS bn, atunci lim a, < lim bn- 
n-> oc fi o0 
1.3.3. Simbolul œ. Acesta ar 


e semnificaţia limitei șirului numerelor naturale şi se 
pot efectua următoarele operaţii 


— suma: 2-159 55 T0895 a + (—0) = — 0; 
o 40 = 0; —0 + (=)= — 0; 
— produsul: ao =; a(— oo) exe 00 AS s 
00-00 = 00; (—c0)-(— 09). = o; 
o(— o0) = — oo; 
a " a 
— citul: po 5904 now er (a — real); 
oo — 09 


; i CN 1 
In ceca ce privește operatia fără sens -s în cazul sirurilor : 
0 
— dacă a, > 0 si lim ân = 0, atunci lim 1 S 
n>0 n- i i 
On 
— dacă ap < Osilima, — 0, atunci lim EE P Tan 
n- oc 1- oo u Yia 
n 
— puteri: 
aœ = % a- e — () (a > 1) 
as = 0 a = œ (0 — a — 1) 
p= go (a > 0); ot — 0 (a — 0) 
09 — 0 00% — oo co = — () 


Cazuri de nedelerminare (operatii fárá sens): 


| 00 — Qo; 0 oo è 0(— 00); d P 
+ oo 
a 0 1 TN 
7$ ——, — (eu obser atia făcută anterior) 
0 0 0 
1957. (gs dee 


1.3.4. Progresii. Numim progresie 
după o anumită lege. 

O progresie ai cărei termeni se obțin fiecare din precedentul prin adăugarea unei 
constante r numită ratie, se numește progresie aritmelicá' sj se notează : 


un șir finit de termeni Qis Azs ..., Ag Care se succed 


= ids Os anca PER 


ARITMETICA SI ALGEBRÁ 


Termenul 0, este dat de relafia : 


1.9 
da — 0, + (n — 1) r, i 
iar suma a n termeni este : 

(a, + apa | Qa + (n—1)r)n (1.10) 


Sn 


2 2 


ogresie al carel termeni se O ti fi are di recede lp t ltirea cu o 
O g e btin ecare din precede ntu prin inmu 
pr d 


19) antá q numitá ratie, se numeste progresie geomet icá şi se notează : 
nst , e ! d $1 se 
ef d 


L4, 04 ..., dg. 


"Fermenul a, este dat de relația : 


ni 
an mi > 


iar suma a n termeni este 


5. Citeva sume particulare 


nín + 1) 


1+2+3+ ... +(n—1)+n= k= 


2 


(qc p)(q — p t 
2 


PcDc-)Ü-G-c-2-...-Gq-D-c-s— Y) (+= 


n—1 
1+3+5... + (2n — 3) + (2n — 1) = y, Qk Hini 
k=0 


2k= n(n + 1) 


T n (n 4- 1) (2n 4- 1) 
1242438 4... -E- (n 1? 4- n= ys - ^ 


n (2n — 1) 2n + 1) 
4 


1? + 32 + 5? +... - (2n—3)?--(2n — 1)? = $ (2k+1)?= 


ds ^ 2n (n + 1) (2n + 1) 
24 446+..+(2n — 2? + (2n) = Y (AS - A 


y 
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n : 2 
1+2 + 3H.. + (M1) 34 0 Y 10 ECL 
E-1 - 
n-i 
13 + 3? + 5? +... + (2n — 3) + (2n — 1)? = y; 2k + 1) = n*2n* — 1) 
i k=0 
n 
23 -- 49 -- 6? +... + (2n — 23 + (2n)? = Y (2k)* — 2n*(n + 1)? 
k=1 


n 2 5 
MEU (A Mn Y) ta n (n+ 1) (2n-F 1) (3n* +3n —1) 


k=1 30 
2 3 n Z k j n +2 
Wa m T E »7L hdi P 
s DUE Da” n+1 
A pa t = M kyk-t = ne 8 - = (141) 
k=1 (1 — x) 


1.4. SERII NUMERICE 


1.4.1. Definitii. Se consideră șirul infinit de numere a, a 


as epu os. A 
termenii lui se poate forma un alt sir: 


$177 03 $5 — Q4 05, ...., Sn =0 d- 05 d- ... + Gp... 
oc 
Dacá sirul s, tinde cátre o limitá s (cind n--ó0), s = Y a, va fi suma seriei cu ter- 


n=1 


menul general «,, iar simbolul de forma: 
AFM T ee ++... 


se va numi serie. Dacá s are o valoare finitá, seria este convergentă, iar în caz contrar — 
divergentă. 


Condiţia necesară ca o serie să fie convergentă este calim a, =0. 
n>% 
oc 
Conditia necesará si suficientá ca seria $ An să fie convergentă este ca pentru orice 
n=1 


£> 0 sá se poată determina un rang N(e), astfel incit pentru orice n> N si p intreg pozitiv 
să rezulte | Sn+p — Spl<e (criteriul general de convergentá Cauchy). 


1.4.2. Serii eu termeni pozitivi. Pentru acest tip de serii există următoarele criterii 
de convergenţă : 
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Condiţia necesară si suficientă ca o serie cu termeni pozitivi să fie convergentă este ca 
; ul s, (care in acest caz este strict crescátor) sá fie márginit superior. 
$i rui y 


oo oo 
Criteriul comparafiei : fiind date două serii Y An Si Y b, cu a4, < b, (dela un 
i n=1 n=1 


oo a 


ă i ă unci si seria Y a, este con- 
rang oarecare), dacă seria Y b, este convergentá, at 5 a ^ 
n=1 


vergentă ; 


= ma limitá : dacá lim - =k (0 <k< 00) seriile sint amindouá conver- 
sub for 
i-o n 


gente sau divergente; 


oo 
n 41 EST š : ntá 
— sub formă de raport: dacă ——-— S —— și seria da b, este convergentá, 


an bn n= 


oc 
atunci si Y à, este convergentă. 
n=l 


A Un 4-1 
Criteriul lui D’ Alambert : dacă incepind de la un anumit rang (D,= ) TC Tur <q<l , 
n 


sub forma limită: 


seria este convergentá, iar in caz contrar, divergentá sau, 


im EX seria es rergentá, dacă D > 1 seria este divergentă, 
dacă (D=) lim ———- < 1 seria este convergentă, d P 
n—o0 An 


iar cind D=1 criteriul nu se poate aplica. 


n 
'riteri i Ca : Äi i i =) la, <q <1, seria 
Criteriul lui Cauchy : dacă incepind de la un anumit rang (Ca 2 an ŞI > 
este convergentă, iar în caz contrar divergentă sau, sub forma limită: 
n * 
dacă (C=) lim Va, - 1, seria este convergentă, dacă C > 1 seria este divergentă, 
næ 
iar cind C —1 criteriul nu se poate aplica. 


Criteriul lui Raabe-Duhamel: dacă incepind de la un anumit rang 


d i ăi ar — divergentă 
(R,—) n xt 1) > q> 1 seria este convergentă, iar în caz contrar — divergentă, 


An . X X 
> tec ie " : i: E acè 
sau, sub forma limită : dacă (R—)lim n 1| > 1 seria este convergentă, dacă 

no |Un-c1 


R < 1 seria este divergentă, iar cind R=1 criteriul nu se poate aplica, 
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1.4.3. Serii cu termeni oarecare. Seriile care au o infinitate:de termeni pozitivi si o 
infinitate de termeni negativi se numesc serii cu termeni oarecare. 


oc oc 


O serie » a, (cu termeni oarecare) este absolut convergentá, dacá seria Y | an | 
n=l 
este convergentă. Cu privire la aceste serii se dau următoarele teoreme : 
— dacă o serie cu termeni oarecare este absolut convergentă, ea este cu atit mai mult 
convergentă ; 
— intr-o serie absolut convergentă se poate schimba ordinea termenilor, fără ca suma 
seriei să se schimbe. 


n=1 


Un caz particular de serii cu termeni oarecare sint seriile alternate (cu termeni alter- 


co 
nativ pozitivi si negativi) de forma: Y (— 1)" a,. Pentru aceste serii (care nu sînt 
n=1 
absolut convergente) se dá urmátorul criteriu : 
— dacă | a,44,]- lanl si lim | a, | =0, seria este convergentă (teorema lui Leibniz). 
n— oo 


oc oc 


1.4.4. Operatii eu serii. Fiind date douá serii convergente * a, şi y bn avind 


n=1 n=1 


oc 
ca sumá s si respectiv s', suma celor douá serii va fi seria à (An + 
n=1 


ba), care are ca 


sumă s + s’. 


oc oo oo 


Produsul a douá serii y a, Si Y b, este o serie Y Pn CU py —234b, —, -a5bs 5 + 
n=1 n=1 n=1 
+ da bdy=3 + .. Dacá cele douá serii sint convergente, cel putin una fiind absolut 
convergentá, suma seriei produs este s s'. 


1.5. POLINOAME 


1.5.1. Definitii. Se numeste monom de gradul k in raport cu variabila x, o expresie de 
forma az*, unde a — coeficientul monomului — este un număr real diferit de zero, iar k 
un numár natural. 

Un polinom in x este o sumá de astfel de monoame : 


2 


a 3. 


P (z)—ayz" + az" 14 An-—1 T + Up: 


Gradul polinomului este dat de gradul cel mai mare al monoamelor care il alcátuiese. 
Condiţia necesară și suficientă ca un polinom sá fie identic nul P(x)= 0 este ca toti coefici- 
enfii Ay, d,,..., a, Sá fie egali cu zero. 

1,5,2. Operatii eu polinoame: 

Suma a două polinoame A(x) si B(x) va fi un polinom S(x) = A(x)+ B(x), care se ob- 
fine prin adunarea termenilor de acelasi grad. Adunarea polinoamelor este asocia- 
tivá si comutativá, 

Diferenţa polinoamelor D(x) = A(x)— B(x) este de asemenea un polinom ce se obţine 
scázind termenii de același grad. Dacă A(x) — B(x)=0, polinoamele sînt identic egale, 
adică A(x)= B(x). 
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Produsul a două polinoame A(x) si B(x) este un polinom P(x) = A(x) B(x) care repre- 
zintă suma termenilor obținuți prin înmulţirea fiecărui termen al lui A(x) cu termenii lui 
p(x), iar gradul sáu va fi egal cu suma gradelor lui A(x) și B(x). Produsul este asociativ 
si comutativ. 
” Dacă produsul este identic nul, unul dintre polinoame trebuie să fie identic nul. 
În ceea ce privește diviziunea polinoamelor A(x) și B(x), se caută un polinom Q(z), 
astfel încît = Q(x), sau A(x) = B(x) Q(x). 
B(x) 

Este necesar însă ca gradul lui A(x) să fie mai mare sau cel puţin egal cu gradul lui 
B(x). În general însă, în locul identităţii apare egalitatea A(1)=B(2)0(1) + R(x), unde 
Q(x) este citul diviziunii, iar R(x)—restul. 


1,6. ECUAŢII ALGEBRICE 


1.6.1. Definiţii. O ecuaţie algebrică de gradul n este de forma : 


P(x) = ax" + aa e... + ag 342 + ap — 0, 


P(x)zmay(x—2)(x—ax)....(x— Tp) = 0, 


unde d, d, . . .,5 sint coeficienţii ecuaţiei, iar z,, La, - - -, Ty sînt rădăcinile ei, gradul fiind 
dat de gradul polinomului P(x). 


O rădăcină a, este multiplă de ordinul p, dacă ecuaţia se poate scrie sub forma: 
(Q(z,) Æ 0). 


Ecuațiile care admit aceleași rădăcini se numesc echivalente. 

Pentru a găsi rădăcinile comune a două ecuaţii P(x)=0 si Q(x)—0, se imparte P(x) 
— presupunind că are gradul mai mare — la Q(x), apoi Q(x) la R,(x) — (restul obținut 
interior) etc. pină se ajunge la un rest constant. Dacă această constantă este zero, penulti- 
mul rest anulat dă rădăcinile comune ale celor două ecuații. 


P (x) = (x — x)? Q(x) = 0 


1.6.2. Relaţii între rădăcini si coetieienti (relațiile lui Viète) : 


| zy t Tate- TE 


| Cta - n ARE 


(1.13) 
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O ecuaţie de gradul IV are forma generală : 
azi + bz? + ex? + dx + e — 0. 


Se observă cá in partea stingă a relaţiilor figurează combinárile rădăcinilor. 
Lis 25,...,*4 luate cite 1, 2, ..., n. 


1.6.3. Rezolvarea ecuaţiilor. Aceasta se bazează pe următoarele proprietăţi : 


— dacă se adună sau se scade ambelor părţi ale unei ecuaţii aceeași cantitate, se obţine 
o ecuaţie echivalentă ; i 


b 
Se poate reduce la forma canonică prin substitutia x = y — — $ 


— dacă se înmulțesc sau se impart ambele părți ale unei ecuații cu o cantitate care nu 
e nulă, infinită sau conținînd o necunoscută, se obține o ecuație echivalentă cu cea dată. 


O ecuație de gradul I are forma generală ax -- b = 0 (a-£ 0), rădăcina fiind: 


y‘ + py? + qy +r=0, unde: p= 


b 
Aa (1.14 priui A 
5 i a 4a? 16a? 256a* 
Forma generală a ecuaţiei de gradul II este ax? + br-- c — 0 (a +0), avind n p. d p? r qe avind ridi 
radacinile: Se consideră ecuaţia auxiliară z? + E z% + pr E z — A = 0 avind rădă- 
— b + Vb? — 4ac À 
* nr 1 a . PET PES "T 9 pe 
y 2a (1.15) cinile z;, Za Za. Dacă se notează cu u,, Uy, uy cite una dintre rădăcinile ecuaţiilor uj =z;, 


a 


q TRES eiii s. ^ 
u$ = za, u$ = z¿ alese astfelca u,u,u, = — —, atunci rădăcinile ecuaţiei date vor fi: 


8 


După cum discriminantul A =b*—4ac este pozitiv, nul, sau negativ, rădăcinile 
sint reale distincte, reale confundate sau complexe conjugate. 
Ecuația de gradul III are forma generală ax? + bx? + ex + d = 0. 


TQ = UY -+ Ug + Uy; T, = Uy — Uy — Us 


ă ituti ? i = u Fi —Us 5 a= — U, — 2 + u 
Făcind substitutia x = y — —— , se reduce la forma canonici : T3 uy pUg—Uzgs T4 1 LS 
3a : 
(metoda lui Hudde). a " i T 
n£g atie de grad impar are cel putin o rádáciná realá, numárul lor fiind 
general, o ecu g p áci m 
y!--py--q4-—0, unde: p c Bt. q d bc 2b? — impar, iar o ecuatie de grad par are un numár par de rádácini reale, sau niciuna. 
Jy" T PY TAS b, ponte , LS UG core 
a 3a? a 3a* 27a? 


Dacă se notează : 


Pad ctae 
H=P+9O; Yas=-— - +i ———/3 (metoda lui Cardan). 
2 2 


2. CALCULUL MATRICEAL 


2.1. DEFINIȚII. MATRICE PARTICULARE, PROPRIETĂȚI GENERALE 


Matricea este un tablou dreptunghiular cu m linii și n coloane : 


Aj 035... ajn 


Aag. 


M =|% 


. “Azn n (a 5 
f 127° 
O ecuație de gradul III cu coeficienți reali are întotdeauna o rădăcină reală, celelalte APR 


douá fiind reale, complexe conjugate sau confundate, dupá cum  discriminantul 


8 2 
p 
A = E +(2) este pozitiv, negativ sau nul. 


Ñ amı Am2 "x amna | 


Numerele aj; (reale sau complexe) se numesc elementele matricei. 
Simbolul (m, n) reprezintá ordinul matricei. 
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Rangul matricei este dat de ordinul cel mai mare al unui determinant nenul ce se poate 
rma din matricea respectivă. Matricele de tipul (1, n) şi (m, 1) se numesc vectori linie si 
:spectiv vectori coloană. O matrice avind toate elementele nule, se numește matrice nulă (0) 

Matricea (n, n) se numește matrice pătrată de ordinul n. Cu elementele unei matrice, 
ătrate se poate forma un determinant |a;;| = |M |. Există următoarele cazuri particulare 
e matrice pătrate: 


o a e 


Matricea Condiţii Forma 
| | 
N —— ——— 
| 
| 1*9» EY o 
| 
| 1 pentru i =j | 01 0 | 
Unitate ij = 94j | i | 
| D pentru Dj "p^ "presets | 
| 
| | PER 1 
— — — - — | = 
| | 
| | au 0 0 
' 4 | 4 | 1509 das 0 
Diagonalá | aj=0 pentru i Æj Loo : 
| | 
| $ | mn on... .... | 
| | | | 
| 0 0 - Ann 
| | 1 A dn 
T DAL | Aja aa a 
Simetricá djj = Qi S =| tx d 
| 
| | agrei aiee ajina 
| | 
| | Qin Qn ann | 
| re 
| | 
| | 0 ai arn | 
| | 
| 0 pentru í = j — ya 0 a | 
Antisimetrica | = E S THAM 
Antisimetricá | üjj = |, A. 
| — aj; pentru i -£ j | [ieste ati e 
| 
| — din — Uan 0 


Transpusa unei matrice M avind ordinul (m, n) este o matrice M' formată din aceleași 
elemente, liniile fiind schimbate însă cu coloanele și avind deci ordinul (n, m). 

10) matrice nu are valoare numericá. Nu trebuie confundatá o matrice pátratá cu 
determinantul format din aceleaşi elemente. 
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Matricea poate fi consideratá ca un operator, care definește o anumită lege de cores- 
pondentá, permitind — de exemplu — trecerea de la un vector u la un vector v (presupu- 


nind coordonatele lui v ca funcţii liniare de coordonatele lui u) : | 


u, | 


vi 01, 032 C13 | 
Do | = | 021 dos Cos u | sau v= Mu. | 
| vs (ai 32 (aa uz | 


În plus, matricea este un operator liniar, avind proprietăţile : | 


f M(u +0) = Mu + Mv (aditivitate) | 
IM(Au)= (Miu (omogenitate) 


2.9, OPERATH CU MATRICE 


Două matrice A = (aj) si B = (b;;) avind acelasi ordin (m, n) sint egale, dacá aij —bij. | 
Desi nu au valoare numerică, matricele permit efectuarea unor operații ea adunarea, | 


scăderea, înmulţirea. 


2.2.1. Suma si diferenta a două matrice. Suma a două matrice A si B de același ordin 
(m, n) este matricea : 


S= A + B = (dij) + (bij) = (aij + by) (L16) 


avind de asemenea ordinul (m, n). 
În particular, M + M = S (matricea simetrică), iar A + Æ’ = 0 (A fiind matricea | 
antisimetrică). | 
Proprietăţile adunării matriceale sint : | 


asociativitatea : (A B)--C — A-F (B 4- O; 
- comutativitatea : A--B B+A; 
— existenta elementului neutru (matricea nulà): A (0) A 


— existenţa elementului opus (matricea opusă) : A +(—A) (0). 
Scáderea este operaţia inversă adunării, fiind intotdeauna posibilă. 
În particular, M — M’ A (matricea antisimetrică). 


Produsul. Cazuri particulare. Produsul unei matrice A de ordinul (m, n) cu o 
matrice B de ordinul (n, p) este o matrice C avind ordinul (m, p) definită astfel : 


n 
Aran b E (1.17) 


C= AB (ai) (b) 


k=1 


2,n 3, p = 2 rezultă: 


2 
a 
E 
t2 


bu b 
n 932 7 T y ii La - 
qd33 019.018 bo Doa abiy + Gdor + Gigbag anbig +: + digas ) i 
(a aa Ao ASA (54041 + gabor + 055053 dabi + |- Gagdaa 

31 a2 


Inmultirea are sens, numai dacá numárul de coloane al matricei A este egal cu 
numárul de linii al matricei B. 
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În particular, MM” — S si MDM’ 
matricea simetricà). 


Produsul dintre un vector linie (1, n) si un ve 
Proprietăţile inmultirii matriceale Sint : 
— înmulţirea matricealá este asociativà : (A B)C — A (BC); 
— înmulțirea matricealá — în general — nu este comutativá : ABÆBA, iar cind 
este comutativă, matricele se numesc permutabile ; 
— inmultirea matricealá este distributiva in 
(AT B)C= AC z 


— existența eleme 
— în ceea ce prive 


— S (D fiind matricea diagonalá, iar S — 


ctor coloaná (n, 1) este un scalar. 


Taport cu adunarea şi scăderea: 
E BC, A (B + C) = AB + AC; 

ntului neutru (matrice 
ste existenta eleme 


a unitate) : A7 — IA — A; 


ntului invers A-1, această problemá se trateazá 
separat, 

În general, dacă produsul a două matrice este egal cu matricea nulă AB = (0), nu 
se deduce neapărat că unul din factori trebuie să fie nul, d 
este singulară (avînd determin 


ar cel puţin una din matrice 
antul nul). 


(0)A = A(0) = (0). 
scalar este o matrice de 
avind proprietăţile : 


În particular : 
Produsul une 


i matrice A cu un 
astfel: 14 = MM 


acelasi ordin, definitá 
ij) = (Xag;) si 

X (uA) = (Ap) A; (X T UA = 4A + BA; X(A T B)-—24A T AB; X (AB) = OA)B. 
Ín particular; 

Dacá A este o matrice pătrată, 


DA = (0). 
AA = A2; A9 = de ya 


Se poate scrie de 
=I; Am AP L Amen. (A")" 
anspunerii, 


asemenea 
= ¿mn 
existá urmátoarele 


=A J- B^; (ABY ma 


(m, n fiind in tre, 
proprietàti : 


gi pozitivi). 
Fatá de Operatia tr 


(A+ By 5 (AAY =4'; 1471 - 


= [AL 
2.3. EXPRESIA MATRICEALĂ A PRODUSULUI VECTORIAL 
Se consideră doi Vectori coloană u şi v şi vectorii iranspusi corespunzători : 
u = (Uy Uy U¿), v' = (p, Uy be). 
Produ 


sul scalar este un număr dat de: 


uv = vu = Uzlg + uyby + UD, - 


Produsul vectorial e un vector w = uy X 


ste v, avind componentele : 
Wa = yp, — Uy; wy = Ug — UD; W, = Ugly — UU, 2. 
Se considerá matricele antisimetrice : 


p 0 —u, Uy ] OE V, Vy 

A, = u, 0 —u, $i A, — dE 0 —p]- 
By 5. 0 NETO Uii 0 

Cu ajutorul lor, produsul vectorial u x 


Y Se poate exprima sub forma : 


Dow). lg =Ayu 
A dd) e sm 
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9,4, INVERSA UNEI MATRICE 


` singulare A 10). 
zul matricelor pătrate nesing ilar ( 
az £ 


| 

S -1A l. | 
t 'e sens doar in € e e 

)peratia inversării are sens do satisface egalitátile + Al A | 

Me * Zz, matricea inversă A satis x 4 | | ^ 3 "i 
! E b | M d'i; = EE , unde Gij d $ 

l Lricei inverse sint de forma : ij | | 
> > He ma S 
Elemente e 


^ x s. at 
ES : c Sp z 
sint com ementii algeb pereme en (4 d minori ore InZatori). 
Isebrici al element Jor Aij M j fiin 1 S ) 
algebric & I 
d a inversárii are urmatoare erp prietatt : 
Operatk mátoar l proprietăți 


1 
41 
(AB)1=BA=%5 (4)? = A 
AB e 
[ (A-7371 =A; "us a A INS J-1 =I 
| Kk ict (A*)71s. e ou 
(ATS) RvA 55 


i inverse una alteia. 
i i B sint inverse ed 
atricele A si joia Mia pură 
m alu, la rezolvarea ig ia | 
: : wy i E Tu Y - 4 3 
soluti X=A71B si respectiv 
solu 2-4 9. 5 


rma AB = I, 
Dacă avem o egalitate de for era da 
Problema inversárii unei jaa. da ds 
i le tipul AX B sau YA = B, cc 
tu de A s 


9.5. MATRICE ORTOG ONALE 


ác atricea 
i este egală cu matr 
4, dacă transpusa ei este eg 
i A se numește ortogonalá, dacă transp 
rice pătrată A se S ; "n 
O matrice pá Can 
| € i ¿== AA =L 
B 6 a serie: AA = A: 
i, 1 az se va putea serie: pa 
Eu detona bla unei matrice ortogonale 
zultă că determina 
Rezultă cà « 


Al = zx i; (lAl 14] 2 | AP =D. | 

T P ut | 

DRE atricei ortogonale sint : | 

Proprielăţile matricei ortog E pa | 

(A)? = (A7?) WAT | 

1) | 1 pentru i — j | 
2) ys airj = Sij = | 0 pentru i=j 

> k=1 


»ntelor 
i selor elementelo 
i linii este iar suma produse 
Lel lementelor fiecárei linii este 1, iar 

ica " A pe e or ele 
adicá, suma pátra 


: á linii este 0. Acai 
omologe a douá 1 pentru i — j 
n 
A N ALME 
3) Y "aed T 0 pentru i Æj 
` k=1 


iar a produselor elemen- 
li átratelor elementelor fiecărei coloane este 1, iar suma produse pe 
| T omo B s ste egal — a- 
E = Pil nad rai al unei matrice ortogonale este egal n 
i ij = + Mij, adică orice ele 2 | 
da abioluti = di minori său. i owe EALAN AIIN AE 
5) Produsul a două matrice Pip EB M oH 
adică: =) je T je 
E ^ exemplu de matrice ortogonalá jud gia ur 


ortogonală, 


transformărilor de coordonate : 
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2.6. DERIVATA UNEI MATRICE 


O matrice M = (ajj) ale cărei elemente (sau o parte din ele) sint funcții de una sau 
mai multe variabile: aj; = dig (x, y, Z, ...) se 


numeste 
= M (2, y, z, ...). Presupunind cá elementele sint funcţii de o singură variabilă a 


funcţie matriceală 


M = 


, 


functia M — M(x) este derivabilá dacá elementele ei sint derivabile, derivata calcu- 


lindu-se dupá regula : 
aM 


du 


da; 


dz 


Derivatele parţiale ale unei funcţii matriceale de mai multe variabile se definesc 


asemănător. 


2.7. TRANSFORMĂRI ELEMENTARE. MATRICE ECHIVALENTE 


Prin transformări elementare ale unei matrice se înțeleg următoarele operaţii ; 
— schimbarea a două linii sau coloane, între ele; 
— înmulţirea elementelor unei linii sau coloane cu un scalar A; 
— adunarea la o linie (sau o coloană) a unei alte linii sau coloane inmulfite cu un 


scalar 2. 


Două matrice A si B se numesc echivalente (A—B), dacă una se poate deduce din 


alta prin transformări elementare. 


Orice matrice poate fi adusă — prin transformări elementare — la o matrice diago- 
nală de acelaşi ordin, numită forma diagonală sau forma canonică a matricei. Pentru 
aceasta, se procedează astfel : presupunind că dy, Æ 0 (în caz contrar schimbăm prima 
coloană cu alta, avind elementul din prima linie nenul), inmultim pe rind elementele 


a2, _ yg, 


primei coloane cu — 


31 Ar 


H 354555 


Can 


Ca 


si o adunám la coloana a doua, a 


treia, ... și apoi a n-a, rezultind ay; = 0 (j1); asemănător se obţine pentru prima 
coloană aj, = 0 (i-/-1). Considerindu-se a,57-0 (în matricea transformatá) se procedeazá 


la fel, rezultind ín final matricea diagonalá corespunzátoare. 


Douá matrice pátrate de acelasi ordin, echivalente, se numesc asemenea dacá intre 
ele putem stabili o legătură de forma: A = N-!BN, N fiind o matrice 


nesin gulară. 


2.8. ECUATIA CARACTERISTICA 


Polinomul caracteristic al unei matrice pátrate A = (aij) este: 


| 
PO) —|A — M| | 


031 — À Ajo 


Co 


any 


059 — À .. 


ia 


Gin 


Cap | 


pátratá 


(1.18) 
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zintá ecuatia ei caracteristicá. Rádácinile acestei ecualii se numesc 


i 2 = 0 repre ges xw or 
iar PO) : sau valori proprii, iar mulţimea acestor rădăcini se numește spec- 


rădăcini caracteristice 

trul matricei. 
Suma elemen 

urma matricei. 


telor diagonale ale unei matrice (d, + Ga + ... + Onn) se numeşte 


2.9. 4-MATHICE 


O. matrice ale cárei elemente sint polinoame in raport cuo variabilà se numeste 
>-matrice. Gradul unei -matrice este dat de gradul cel mai mare al polinoamelor com- 
ponente. O -matrice se poate reduce prin transformări elementare la forma diagonală 
normală, în care polinoamele aj(A), ..., Ann(à) au coeficienții termenilor de gradul cel 
mai mare egali cu unitatea si fiecare dintre aceste polinoame se divide cu precedentul. 

Condiţia necesară și suficientă ca o -matrice să fie inversabilá este ca determinan- 
tul ei să fie egal cu o constantă diferită de zero. 


2.10. SISTEME DE ECUATII 


Se consideră un sistem de m ecuații cu n necunoscute : 


rods X, = b, 


(513, + (5925 + ... + anty = Da 


y zy | er 
0532, E (giga + «Um = bm 


Dacă se notează cu A = (ajj matricea coeficientilor (cu m linii si n coloane) 
A — (25) vectorul coloană corespunzător necunoscutelor (j = 1, 2, ..., n) si B = (bj), vec- 
torul coloană corespunzător termenilor liberi (i = 1, 2, ..., m), sistemul se poate scrie 
sub forma matriceală : 


AX — B. 


Dacă | A[-50, sistemul admite soluţia unică X = A-1B (cind A este matrice 
pătrată). 

Două sisteme care au aceleași soluţii se numesc echivalente. 

D; 
= —. , unde Dj este 
A [A] 
determinantul care se obtine din A, inlocuind coloana i cu termenii liberi. 

O altá metodá se bazează pe determinarea matricei inverse A~? care înmulțită la 
dreapta cu B ne va da soluţia X. Pentru aceasta, se consideră matricea A si matri- 
cea unitate I, așezate astfel: 


O metodă de rezolvare o constituie regula lui Cramer: 
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Presupunind 4,70 (în caz contrar se schimbă prima coloană cu alta, avind ele- 
mentul din prima linie nenul, dar făcind aceeași schimbare si în matricea din dreapta), 
se înmulțește prima linie (corespunzătoare lui A și lui 7) cu — si se adună la 


a 
1 
linia a doua, a treia, ..., a n-a după ce s-a înmulţit in prealabil respectiv cu — (dy; 


da 4665 — Cp 


Presupunind acum 5357-0 (în caz contrar se procedează ca la a,,), se inmulteste 

liniaa doua cu iis sicuajutorul acestei linii se poate face ca toate elementele coloanei 
Daz 

a doua (sub linia a doua) sá fie nule. Se procedeazá astfel, piná cind toate elementele 

de sub diagonala matricei din stinga sint nule. 

Pornind acum de jos in sus si cu ajutorul liniei a n-a se face ca elementele ultimei 
coloane (in afará de ultimul) sá fie nule. Cu penultima linie se procedeazá analog elc., 
pînă cînd in stinga rezultă matricea unitate. În acest moment, matricea din dreapta 
va 1i ATI, 

Conform teoremei lui Rouché, conditia necesará si suficientá ca un sistem de m 
ecuații cu n necunoscute sá fie compatibil (să admită soluţii) este ca matricea A si 
matricea extinsă A (formată din elementele matricei A la care se adaugă coloana ter- 
menilor liberi) să aibă același rang. 


În ceea ce priveşte sistemul de ecuaţii liniare omogene (b, = by = ... = bm= 0), 
condiția necesară si suficientă ca un astfel de sistem să admită soluţii diferite de solu- 
tia banală (az, ==... = cz, = 0) este ca rangul matricei coeficienţilor A = (4;j) 
să fie mai mic decit numărul necunoscutelor. 


2.11. DETERMINANTI 


Un determinant de ordinul n se scrie sub forma : 


1 
031 034 ++» Ain 
| 
| do Ao ++ - Qon 
cil m = | " I "^ 
D= |aj|=| | 
| Ani n2 ++ Can | 


Un determinant este o sumá de n! termeni si are ca valoare expresia : 


D —X(—1) dij dio +++ iun = > (— 1a, Coj, +++ Anju (1.19) 


unde (ips das ..., ip) sau (jis - - -s Jn) este o permutare oarecare a numerelor 1, 2, ..., n7 
I reprezintă numărul inversiunilor permutării (i, da, ..., ij), iar J — numărul inversiu- 


nilor permutärii (Jy Jes .... Jn): 
Într-o permutare, un element prezintă o inversiune față de un element care se află 
la dreapta lui, dacă este mai mare decit acesta. 
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Valoarea unui determinant de ordinul II se calculează astfel : 


| dig 


da “al 


Pentru calculul determinantilor de ordinul III se folosește regula lui Sarrus : 


(termenii pozitivi sint indicati prin linii pline iar cei negativi — prin linii intrerupte). 
43 


Cos | = 1103333 + Cassa + A312023 — Aiglo — ogg — — Casan 


(41 dag (aa 


În ceca ce privește determinantii de ordin superior, aceștia se pot dezvolta după 
linii sau după coloane, cu formulele : 


D (—1955 ai, Di F (—1)i+2 Aiz Dis queo Gin Dino 


D = (—1)9*1 aj Dij + (—1)*2a,5, Daj + -.. + (—1) ^a, Dj, 


unde D;; este minorul elementului a; (si se obţine stergind linia i si coloana j din D). 
Din aproape in aproape se ajunge la determinanti de ordinul III, care se calculeazá 
cu regula lui Sarrus. 

Numim complemenfi algebrici ai determinantului D, expresiile : 

Aij = (—Diti Di; si cu ajutorul lor se pot scrie identitățile : 


auj Ain = 95D 1 pentru i=j 


AÀ | 

132i 
i unde: 8; = EL 
aj Àj + aj Aj + --. + Qin Aj = 00D 0 pentru i Æ j. 


Proprietăţile determinanfilor : 
Valoarea unui determinant nu se modifică dacă se schimbă liniile în coloane si co- 
E în ll) puuttndude ordinea, sau dacă se adună la elementele unei linii (sau co- 
xt nii (sau coloane) inmultite cu cite un factor. 
Un determinant își schimbă semnul dacă se schimbă între ele două linii (sau coloane). 


J " d ir 1 H WT. 
Lo determinant este egal cu zero, dacá toate elementele unei linii (sau coloane) stnt 
€, dacă elementele corespunzătoare a două linii (sau coloane) sînt egale sau propor- 


loa 
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tionale sau dacá elementele unei linii (sau coloane) se exprimá liniar cu ajutorul a p 


linii (respectiv coloane), adicá : 


dij = Aij + lija +... + Ap ijp Sau aij = Maij + Alij +... + Aplipi. 


Dacá elementele unei linii (sau coloane) au un factor comun, acesta se poate scoate 


in fata determinantului. 


Dacá elementele unei linii (sau coloane) sint sume de p termeni, determinantul se 
poate descompune intr-o sumá de p determinanti : * 


p 
| ~ | 
cA Sc: Y, b... Can 
i=1 
| 
p | 
| 
(loi y bii den | = 
i=1 
| 
| p 
| 
Cry s Y bni Ann 
| i=l 


Produsul a doi determinanti |a;;| şi |5j;] 
mente se calculeazá dupá regula : 


n 
x dis Y ajjbyj = aiyby; + 
k=1 


Derivata unui determinant D = |aj;| ale 
o variabilă aj; = aj; (x) este: 


ai m 
aD n 05 KETA 
dx Y 


Un ++ Ci -1) 


| A 
p Cu bi Cin | 
1, b. | 

Y | da 2i Uan 
es E. hs | 
On... bni Can 


este un determinant |cj;|, ale cárul ele- 


Ciabaj +... + Cinbaj- 


cărui elemente sint funcţii derivabile de 


da; 
D. laty Un 
dz 
dazi E | 
1) 2( +1) * ^ * don | 
dz 
dani 
ni i a 
Aniti- Cnn 
dr | 


Dacă determinantul este funcţie de mai multe variabile, derivatele parţiale se ca!- 


culează în mod asemănător. 


Determinantul funcțional sau jacobianul unui sistem de n funcţii : 


Ji — Y ilti Vos ++», Tp) 


(1 = 1,2, ...,n) 
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i derivabile într-un domeniu D, este: 


continue $ 


D (Yis Ya» Un). _ 


9yi E dz Sou Ora (1.20) 


D (245935. 2524) OA! 


Yn 


dz, 


Ox 


Dacă se face schimbarea de variabilă x; = fj (uj, lo, ..., ug), (J = 1, 2, ..., n), 
noile variabile uz fiind definite într-un domeniu A corespunzător domeniului D, se poate 
serie : 


D (Jis Va +--> Yn) _ D (Yrs Ya Um), Di: es tn), 


<3 Tn) "ID (uy uo. +, ug) 


D (U,, Us, - «3 Un) D (Ei qs 


3. CALCULUL DIFERENTIAL SI INTEGRAL 


3.1, FUNCŢII 


3.1.1. Definiții. Se consideră două mulţimi X si Y. Dacă fiecărui element xe X ti 
corespunde un anumit element y & Y, se spune că s-a definit o funcție sau o aplicație 
pe X cu valori in Y, care se notează y = f(x) sau f: X > Y. Mulțimea X formează 
domeniul de definitie al functiei, iar Y reprezintá multimea valorilor functiei. Douá func- 
jii care au același domeniu de definiţie si stabilesc aceeași corespondenţă sînt egale. 

Un element ze X se numeşte argumentul funcţiei, iar un element be Y, b—f(a) se 
numește imaginea lui a prin funcţia f. 

, O funcție f: X > Y se numește biunivocă dacă (V) za, din X= f(x) fæ) 
P D adicá la douá elemente distincte ale lui .X corespund douá elemente distincte 
ale lui Y. 

r Dacă între mulțimile X si Y s-a stabilit o corespondență prin funcția y = f(x), iar 
ntre mulțimile Y si Z o corespondență prin funcția z = g(y), atunci funcția g(f(x)) sau 
9:f(x) se numește functie compusă. 

Funcţia inversă a unei funcții f, este funcția f-!, prin care fiecărui element y € Y 
corespunde un anumit element rc X, pentru care f(2)=y. O aplicație biunivocá ad- 
mite intotdeauna o funcţie inversă. 


li e 
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Două mulţimi care pot fi puse in corespondenţă biunivocá se numesc echipoternte, 
O mulţime echipotentá cu mulţimea numerelor naturale este o mulțime numărabilă, iar 
o mulţime echipotentá cu mulţimea numerelor reale este de puterea continuului, 

Dacă o funcţie satisface relaţia f(—2x) = f(x), funcţia este pară, iar 
f(—x) = — f(x), funcția este imparà. De asemenea, dacă o funcţie satisface o 
de forma f(x + a) = f(x), ea se numește periodică. 

Se consideră două valori z, si 23 în intervalul de definiţie al unei funcţii f(x), adică 
ASUS Y. <b: 

— dacă f(2,)<1(t,), funcţia este crescătoare ; 

— dacă f(z,)2»f(x;), funcţia este descrescătoare ; 

— dacă f(x) < f(x), funcţia este strict crescătoare ; 

— dacă f(x) > f(t), funcția este strict descrescătoare. 

Mulțimea valorilor ordonate (z,, .. 


mează un spaţiu cu n dimensiuni R”. 


dacă 
relaţie 


., Ty), unde 7, ;..., r, sint n numere reale, for- 


O funcție definită pe o mulţime EC R” se numește funcție de n variabile si se no- 
teazá cu MX... .. Tn): 

În particular, o funcţie de două variabile z = f (x, y) va fi definită într-un domeniu 
D situat în planul rOy si va avea ca imagine o porţiune de suprafață din spațiul cu 3 
dimensiuni. 


3.1.2. Funetii elementare 


3.1.2.1. Definiţii. Numim funcții elementare următoarele clase de funcţii: polinoa- 
mele, funcţiile rationale, funcţia putere, funcţia exponentialá, funcţia logaritmică, func 
fille circulare directe si inverse. 


Dacă y = f(x) este o funcţie de o variabilă si se consideră perechea de valori (x, y) 
ca reprezentind coordonatele unui punct intr-un sistem rectangular, totalitatea acestor 
puncte formează graficul funcției. 


3.1.2.2. Polinoame : 


t T fi — 1 
P(x) = apt" + a,—,2" 1 4... + 47 + Go. 


Domeniul de definitie al unui polinom poate fi orice multime de numere. 

Se considerá citeva exemple de polinoame : 

Funclia constanlă f(x) = a (fig. 1.1) este un polinom de gradul zero. Dacă domeniul 
de definiție este (R), graficul său va fi o dreaptă paralelă cu axa Oz. 

Funcţia liniară f(x) = ax + b (fig. L2) este un polinom de gradul I si se 
zintă grafic printr-o linie dreaptă. Pentru a = 1 si b = 0 se obţine funcţia identică 
f(x) = x avind ca grafic prima bisectoare (fig. 1.3). 

Funcția f(x) = a? (fig. L4) definită pe R are toate valorile pozitive, oricare ar fi z. 


Funcţia f(x) = x? (fig. 1.5) definită pe R are valori pozitive dacă x > 0 si negative 
pentru x « 0. 


3.1.2.3. Funcţii raționale. Acestea sint rapoarte de polinoame, de forma : 


repre- 
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«not fi definite pe orice mulţime care nu conţine punctele în care se anulează numito- 
pp. > 
rul. 

De exemplu : 


f(x) TER — (0;  (fig.1.6). 


D X 


Functia 
f(x) = a. 


Fig. L2. Funclia 


f(x) = ax 4- b. 


Fig. L3. Funclia 


f(z) = x. 


ig. L4. Funcția Fig. L5. Funcția Fig. 1.6. Funcția 
f(x) y2. fa) z3, 1 
Ha) ==>» 


vT 


forma f(x) = 2% (« real): 
0 se obține funcția constantă f(x) zi: 
număr natural, se obţine polinomul f(x) = x” ; 
număr întreg negativ, se obţine funcţia raţională : 


fx) 


dacá a nu este numár intre g, trebuie ca 2 > 0. 
n 


Cazul cel mai frecvent este funcţia cu exponentul rational f(x) = Va” cu n sim 
numere întregi si n> 0. 
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3.1.2.5. Funcția exponențială (fig. 1.7, 1.8, 1.9). Aceasta este de forma f(x) = at 


(29/0, a3). 


Pentru a = 0 si a = 1 se obţin funcțiile constante f(x) = 0 si f(x)=1. Domeniul de 
definitie al funcţiei exponentiale poate fi toată dreapta reală, iar valorile ei sint po- 
1 este 
si yet 


zitive pentru y v. Pentru a<1 funcţia este strict descrescătoare, iar pentru a > 
strict crescătoare. Cazul cel mai important îl constituie funcţiile y = e” 


0 Xx 


Fig. 1.7. Funcţia f(z) —a* ; (a> 1). Fig. 1.8. Funcţia f(x)—a^; (0 —a- 1). 


X 


Fig. 1.9. Funcțiile f(x) = e” si f(x) = e. 


3.1.2.6. Funcția logaritmică (fig. 110 şi 1.11). Aceasta este f(x) = logat 
(a > 0, a -£: 1) şi este inversa funcției exponențiale G” = z. Domeniul de definiție 
al functiei este semidreapta (0, + co). Dacă a < 1 funcția este strict descrescătoare, 


iar pentru a > 1 este strict crescătoare. 


Fig. 1.10. Funcția f(x) = logat ; (a>1). 


Fig. 1.11. Funcţia f(x) = log, T; 
(0<a<1). 
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3.1.2.7. Funcfii trigonometrice (circulare) : A 
Funcția sinus f(x) = sin x (fig. L12) poate fi definitá pe toatà dreapta, iar mulli- 
mea valorilor este intervalul [— 1, +1]. Funcția se anulează in punctele x = kx 
(k întreg). , 
Funcfia cosinus f(x 
T 4 
intervalul [— 1, + 1] si se anulează în punctele x = (2k + 1) T (k intreg). 


VA 


) = cos x (fig. 1.13) definită pe toată dreapta are mulţimea va- 


lorilor în 


E de 


— — — — d AA ——— 


r sin x 


Funcția tangentă f(x) = tg x = 


(fig. I. 14) are ca puncte de discontinuit ite, 


cos c 


punctele în care se anulează funcţia cosinus, adică x = (2k + 1) (k intreg). 


T 
2 
á 


cos t , 
fi 


(fig. 115) nu poale deinită fn 


Funcţia cotangentá f(x) = cotg x = 
sin x 
punctele în care se anulează numitorul (sin x), adică x = kr (k întreg). 


: 34 2.8. Funcţii irigonomelrice (circulare) inverse. Funcţiile circulare — dacă sint de- 
finite pe domeniul maxim — nu sint strict monotone si dec nu admit funcţii inverse, 
Detinite însă pe multimi mai restrinse, ele sint strict monotone şi se pot inversa. 


Fig. 1.15. Funcția f(x) = cotg x. 


7. Functia f(z) 
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Functia f(x) — arcsin x (fig.L16) este o funcție strict crescătoare, definità pe 


Er 1] si fiind funcţie multiformá (unei valori x ii corespunde o infinitate de 
: A : 3 "eae T T 

valori y), pentru mulțimea valorilor vom considera determinarea principală | — —» — |* 
a l 2 9 

Functia f(x) = arccos x (fig. 1.17) este o funcţie strict descrescătoare definită pe 
[— 1. 1]. cu valori in [0, 7] (determinarea principală). 

Functia f(x) = arclg x (fig.I.13) este strict crescătoare, definită pe (— 00, + oo) 
si cu valori in [ e 4 — (delerminarea principală). 

“) o 


0 


Fig. 1.19. Funcţia f(x) = arccotg x. 


Functia fla) = arccolg x (fig.L19) este strict, descrescătoare, definită pe (— 00, 


oo) cu valori (pentru determinarea principală) in (0, 7). 


3.1.2.9. Funcţii hiperbolice (fig. 1.20). Acestea sint sh x, ch x, th x, ceth c şi au ur- 
mătoarele expresii : 


shg = 
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Ultima funcţie este mai puţin folosită. Primele 3 funcţii sint funcţii continue în orice 


interval. Funcțiile sh z și th x sint funcţii impare, iar ch x este pară. 


Fig. 1.20. Funcțiile hiperbolice. 


8.1,2.10. Funcţii hiperbolice inverse. Acestea sint f(x) = argsh x (fig. 121), fx) 
=argch z (fig. 1.22), f(z) —argth x (fig. 123), f(x) = argcoth x, (fig. 1.24), ultima fiind 


mai puţin folosită. 


Funcţiile argsh x și argth x sînt uniforme și definite pentru orice valoare a lui zi 
vind pentru fiecare valoare a lui x două valori pen- 


Funcţia argch x este multiformá, a 


tru y și este definită doar pentru 2>1. Functiile sint continue in orice interval. 


Fig. I.21. Functia 
f(x) argsh a. 


ig. 1.22. Funcţia 
f(x) = argch x. 


Fig. 1.23. Funcţia 
f(x) — argth x. 


Fig. 1.24. Functia 
f(x) = argcoth x. 


tax 
0, =4 în CĂ 
veh x $ ln 
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3.1.3. Operatii cu funetii sid | jJ 
suma a două funcţii f(x) si g(x) definite pe mulțimile A si respectiv B este 
fa) + ; eANB; 

f(x) + g(x) pentru ze H rad 

iferenta este d(z) = f(x) — g(x) pentru x& Af 3; > A, Nu dn 
| este p(r)—f(x) g(x) pentru ve ANB; în particular A(x) = a f(x) pen 
tru z& A, a fiind un număr; 


s(x) = 


f(x) 


E = H Y 
citul a două funcţii c(x) = - (2) pentru x& ANB si g(2)-/-0. 
gi 


\.1.4. Limita unei funetii As k ki TE de 

3.1.4.1. Definiţii. O funcţie f(x) are limită la slinga si se notează cu f(xg ics 
dacă unui număr g> 0 îi corespunde un număr 7, astfel incit pentru toate valorile 
lui x pentru care 0 < Tọ — x < 7, să rezulte: 


f(x) — Rao — 0)1 < e. 


in acest caz putem scrie lim f(x) = f(x, — 0). 
ta la dr in egali im fæ) = f + 0) 
Analog, se defineste si limita la dreapta, prin egalitatea eel x fix) = f (x o 
rr 1 
În general, f (zy — OÆ f (zy + 0). Dacă f(x, — 0) = f (xy + 0) = l, se poate scrie: 
p lim f(x) — I. 
ze, 


Se considerá o functie de douá variabile f(x, y), definitá intr-un domeniu D si un Dinei 
(Xa Yo) din acest domeniu. Dacă, fiind dat un număr E> 0, se poate determina um . e 
7 asttel ca pentru orice x -Æ x, si yayo satisfácind inegalitáfile |z— 29| <N, ly—Us | < 
sá rezulte Næ, y) —1|« 2. atunci lim f(x, y)=1. 
220 
y-* Vo H H H H TW " 
În cazul unei funcţii de mai multe variabile, limita se definește analog. 


3.1.4.2. Operații cu limite de funcţii 1 


[ lim (f(x) + g(a)) = lim f(x) + lim g(x) 


(exceplie 00 — 00) 


£> 29 D -> to Lp Lo 
lim f(x) g(x) = lim f(x) lim g(x) (exceplie 0-00) 
EEA a w -> To 


lim c f(x) = e lim f(x)  (c=£0) 


£to L-— Lp 


lim f(x) 1 
mcd ¡TE oe] 
lim f(x) - Ehe, d excepţie — ȘI Wes ) 
s>s g(x) lim g (x) ( -0 zoo 
Lp to 


lim g®) 
T> To 
lim f(z)?(9) = ES i) 


LF z? % 


(excepţie 0%,1%, 00%) 
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¡tim (f(x) = (lim f(z))* qim fía) £0 şi æ >0) 
Eè to eto gr^ 


lim g(a) 


m to 
lim av(e) a : (a2 0) 


w> vo 


3.1.4.3. Limile cle functiilor elementare : 


i : (xə finit); 
Polinoame : lim P(x) P(Xp) 0 ) 
e ty 
A n 
Ra | c+ == Un (7:09). 
lim (apa + 4,1 2 ...-+ a+) n (= 
goo 


i P(r) _ P(ao) 
Funcții rc[ionale : din. Qu) QG) 


[Q(z,)zE0 si xo finit]; 


0 pentru n<m 


An 


by 


pentru n=m 


an (2-00)" ” pentru n>m 
bm 


T i y e ate avea: sau P(x) %0 si 
Dacă xy este un punct in care se anuleazá numitor ul, se poale avea ( o) 
aca Ty es 


P(x) 


Q0(20)=0 și: de ZA e in x, limite laterale infinite ; sau P(x,)=0 si Q(rg) — 0 in care 
ite; ( ) Q( 0) 
( 0) atunc ; al 1 Y Hum t atera 1 0. 


Ka) 


V 


i : ) si )=(2— za) Q(x) si problema revine la cerce- 
caz se poate scrie P(x)—(x— xg) P,(v) si Q(x) (x— x9) Q(x) si 1 


Pa) . "^ 
tarea limitei functici - in punctul a. 
Q(x) 
Funcția putere : 
n n "e rimo 3 : n — 1 
lim Van = ys? ; lim|/a" —0 ; lim Va” =00 
à d +0 æ- o 
| 
: PR 1 o0. lim 2 =0 
lim > Ta > lim à , n 
w> s A 


doe | z æ- æ x 
ua» Yep ye Ya" 
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Funcția exponențială : 


lim af = az? ; lim — et — ert, lim 


et := oos lim =Q 
æ -> Xo z> TS 


w- oc w=} — ce 


lim «= co si lim a? = 0 (a > 1) 


; lim a* — 0 si lim ae 
foc a eo 


g -} se z- — œ 


Functii circulare : 


lim sin x-—sin xy (xg finit); lim tg x lg 2, To finit, 294 (2k +1) 3 
2> ko T> to A 
lim cos zr — cos zy (finit); limcotg r = cotg zo (xo finit, xy kr). 
> w -> To 


Alle limite : 


i t e i sin x sin «x 
lim a = 1 (x in radiani); lin == Hm => -1 (040) 
r0 Y z z0 Le 1 


lim 
z>0 


lim — [1--f(x)]fio =e [dacă lim f (x) +20] 
E o -> To 


In x 
T^ =0. 


| n =00; lim 
: -> oo 


3.1.5. Continuitate 


3.1.5.1. Definilii. O functie y=f(x), definită într-un interv. 
punct z, (din acest interval), dacă unui număr £7» 0 îi cores 
pentru toate valorile lui m care satisfac inegalitatea | 
f(x) —f(2,)- 

Se consideră o funcție f( 
acest interval. 


al (a,b) este continuă într-un 
punde un număr y, astfel ca 
2— 29| să rezulte: 

x) continuă într-un interval închis [a,b] si x— un punct din 
pcne Dacá pentru un numár arbitrar e>0 se poate determina un numár ne) 
„dependent de x, astfel ca pentru orice A cu proprietatea |h|< y sá rezulte 

fGc-- h) — f(x) | e, functia este uniform continuá in intervalul la, b]. 


Intr-un punct de continuitat 


3 i e avem f(ry —0) = f(x +0) = f(x si de asemenea: 
lim f(x) — f(a,) - flim 2). A ilie ac 


T 
„Dacă într-un 
iar funcţia 


TFR 


„Punct x funcţia nu este continuă, 
discontinua. 


Punctul de discontinuitate este de prima speţă dacă f(zy — 0) si f(19--0) există si sint 
linite Și este regulat dacá f(x) 23 (290) T f(z +0). a 


To Se numește punct de discontinuitate, 


2 


4 


e 
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Punctul de discontinuitate este de spela a doua, cind cel pulin una din expresiile 3.2.2. Derivatele funetiilor ele 
f(xo— 0), f(ao-- 0) este infinitá sau nu existá. i mentare : 
in cazul unei funcții de două variabile f(x, y) definitá intr-un domeniu D, dacă (Yo, Yo) 
este un punct interior acestui domeniu, se spune cá functia este continuă in acest punct 


dacă lim f(x. y) — [(Lo» Yo): 


Ka) re | ; 
i PUN vt f' (2) [ G) 
Jn. A 


w to 
y Vo 


variabilă în 


O functie continuă de două variabile este continuă in raport cu fiecare 
€ (const) o 

COS t (uU 5s | 

sin z | arccotg 


ă este o funcție continuă în orice 


parte. 
3.1.5.2. Proprietățile funcţiilor continue. O constant 
interval. 
este o funcţie continuă în intervalul comun 


Suma unui număr finit de funcţii continue 


de continuitate a funcţiilor date. 
Produsul unui număr finit de funcţii continue este o funcție continuă în intervalul 


comun de continuitate a funcțiilor date. 
Citul a două funcții continue este o funcţie continuă în interv 


sînt continue și care nu conţine nici o valoare a lui x care anule 


leazá numărătorul. 


alul in care ambele funcţii 


a T 
azá numitorul si nu anu- na" | cotg x zs 


a*]n a 


3.2. DERIVATE. DIFERENTIALE 


ctie continuá intr-un interval 
a funcției in xp, limita rapor- cosec & 


asta din urmá tinde cátre 


f(x) (tig. I. 25) o fun 
numeste derivat 
iabilei, cind ace 


3.2.1. Derivate. Se considerá y= 
(a, b) si un punct To din acest interval. Se 
tului dintre cresterea funcției si creșterea var 


zero, adică: 
dy y Ay ! fizo th) - f(x) A 
f(x) — 9-11. = lim == lim -~ Me a1 - loga e arcsin x 
dx Az -+0 Ax h-9 h E argsl 0 
6 "uec gsh x yi 3 
| 3 1 g2 
| | ii 
] Ñ 1 

ds ia arccos x Ku US 1 

` argch x P 


Via: 


Fig. 1.25. Reprezentarea geometrică à 
derivatei. 
argth x 


0 Xe Xr X 
spune că funcţia f(x) este derivabilă in punctul To- 
Je unui interval este derivabilă în acel interval. F 

Considerind graficul funcției y — f(z); derivata intr-un punct al ei reprezintá coefici- 
entul unghiular al tangentei la curbá in acel punct. Dacá intr-un punct, limita la stinga 
diferá de limita la dreapta, rezultá corespunzátor derivatá la stinga 5i derivată la dreapta- 


Derivata f i 

Dacá aceastá limitá existá, se ata funcţiei co : 
mpuse f(x)=ọ[u(x)] este f(x)—-o' [u(x)] u(x), i 

1)]-u'(x), iar derivata 


O functie derivabilá in toate puncte E 
ncliei inverse p(y) = ME E e 1 


f(x) (f strict monotonă, derivabilă si (a) +0). 
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3.2.3. Operații eu funcții derivabile: 
(OLOT = f'G) db gen. OHE ADV — ARO +++ +1, (2) 


o) gt] = Pad ga) + go. Te fol = efa), 
(O AO. (DY = Y LORO O MOT. f(x) 
4=1 


y fía) fx) glx) — fix) g(x) 
[f^ y = n f” (2) f' (2), CTO MID 
g(x) g*(x) 


3.9.4, Derivate de ordin superior. Se consideră o funcție y=f(x) derivabilá intr-un 


interval (a,b). Dacă funcția derivată y =f(x) este de asemenea derivabilá in acest inter- 
val (excluzind eventual anumite puncte), atunci derivata ei y =f” (x) se numeşte derivata 
a doua a funcţiei iniţiale. Astfel, se poale defini și derivata de ordinul n a funcției 
p(n) — [C ) (a). O funcție care admite intr-un interval (a,b) derivate de orice ordin se numeste 
infinit derivabilă in acest interval. Pentru unele functii se pot stabili formule care dau 


direct derivaia de ordinul n : 


E p LES SESEO 


f (2) f (x) f (x) pe (a) 
et e 
sh xr pentru n par 
(n—1) t sh x e 
In a (SIE * ch x pentru n impar 
nu 
suus sin| 1+ —— [ch x pentru n par 
| $ ch x : 
lsn x pentru n impar 
cos Y cos| x-- e 
2 
| ab p(p—1)...(p—n--1)?-7" (pentru n> p derivatele sint nule) 


iar in ceca ce priveşte operaţiile cu funcții derivabile (de ordinul n) : 
[f(x) + ADM = f» (a) + g™) (a), 


o 


Hola =f (aga + CI [79 (ya) A Copia (a (a) 4-...4 og” (x) 
(Leibniz). 
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3.2.5. Diierentiale, Se consideră itt: A 
Pu : Aa E beoe om funcţia y —f(x) derivabilă într-un interval (aims 
ala aa acest interval. Creșterea variabilei (care nu depinde de x) se n A 
diferenţiala variabilei si se notează Ar=dx. Diferentiala funcţiei va fi ie digi gasca 


dy = f'(x) da. 


asemenea, se poate scrie (+ fiind variabilă independentă) : 


d*y — [f^ (x) dry de "s 2 n n 
J [ | f (AE a yf n) (2) da” de unde fi (2) 


3,26. Derivate parţiale, Se consideră o funcţie de două variabile 


într-un d ors qu > f os els ^s 
intr-un domeniu D. Dacă limitele rapoartelor : ¿=/(x, y) continuă 


(x+h, i) — f(x as 
lim [zh y) - fex, y) Linn fe, YO) — fix, y) 


h-0 h 2-50 i 


existá, «le se numesc der vatele artiale > iu iei in Or IIS aspe Y S! Se nce 
eri pa aie ale net in rap t cu z Si re pc cliv 14 i 
tel t i T 5 £ ȘI Se p 


of 0 
1 = fosi E = fu. O propri : Of af 
dx 2 dy yo proprietate importantá este — = — — (Schwarz 
i Oz 0y yom VATE): 


Dacă f= fix 
acă | =}](Xis. + ., Tp) este o “tie de A x 
isle de oria T Vos epit de n variabile independente care admite derivate par 
domeniu D, se numește diferenţiala totală a funcției, expr 4 
? 1, expresia : 


Bie oue of 
wo Gd eec Zap, L29 
0% Ox, (1,22) 


Dci functia admite i 
i funcţia admite derivate parţiale de ordinul P, se poate serie ; 


Ix of 2 \ (Cp) 
d?/ = ( dz, + o... 3 of de, ^ 
Ox, Ox, 


In caz i c = =! T , (k=1,.. , , 
azul functiei compu , n 
F 1se f f(u " 
nind că f ei . I 19 ++», Uy) cu Uy ( 1 y i 
UM : ; i ks A ds (UI A presupu 
ca f ȘI Qi admit derivate parțiale de primul ordin, rezultă A mulele : de 


of ES of y dm, Of Qu; at^ Df Otis 


dx; ðu, 0x; da Be Asl ju. ui (1.23) 
T i 
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si — in particular — pentru uz depinzind de o singurá variabilá : 


of dum 


Ou, dc 


Se consideră ecuaţia F(x, y) —0, undez— F(z, y) este o functie continuá intr-un do- 
meniu D. Dacă există o funcţie y=f(x) continuă si F[z, f(2)] — 0 atunci f se numește funcţie 
implicită definită prin F(x, y)=0 si rezultá relatiile : 


Fy r Fog F2 — 2FryFe Fy + Fay , 
BO GUN adr SA 
Fy Fy 


OF . OF dy 


A 
dx dy du 


= 0 sau y'= — 


3.2.7. Studiul functiilor eu ajutorul derivatelor 


3.2.7.1. Teorema lui Rolle. Dacă f(x) (fig. 1.26) este o funclic continuá intr-un interval 
[a, b], derivabilă in (a, b) si dacă f(a) =f(b), atunci in interiorul intervalului existá cel 
puţin o valoare zr—c pentru care ro = 0: În particular, dacă fía)=f(b)=0, atunci 
între două rădăcini ale unei funcţii derivabile există cel puţin o rădăcină a derivatei. 


Fig. 126. Figură ajutătoare pentru teorema lui Rolle. 


) (fig. I. 27) este o funcţie continuă 


3.2.7.2. Formula cresterilor finite (Lagrange). Dacălf(z 
există cel puţin un punct c în 


într-un interval [a, b] si derivabilă in (a, 5), atunci 
(a, b) astfel incit: f(b)—f(a) =(b—a) ro. 


3.2.7.3. Formula lui Cauchy. Dacă f(x) si g(x) sint dou 
terval [a, b] si derivabile în (a, b), astfel ca g'(x) să nu se anu 
$i există o valoare c in (a, b) astfel incit : 


á funcţii continue într-un in- 
leze in (a, b), atunci g(a)Fg(b) 


f) —f(o _ f' o) A 
g (b) — y (a) g (o) 


BB, Pl] 


Figură ajutătoare pentru formule 
creșterilor finite. 
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nd , T A îi 
3.2.7.4. Regula lui Hospital. Dacă pentru o anumită valoare a variabilei r=a, o 
—— , 


RN la + 0.0 
funcţie ia una din formele nedeterminate: —3— ; 0.0; co— c6: 0°: 
0 z CHEM un - E , 


n co”; 1% prove- 


(x) 


nind in general dintr-o funclie de forma 


se aplicá regul: ir ADA, M 
gs) , Se aplică regula lui I’ Hospital : 


f (a) E (2) 


Him — lim 
za g(x) 


> = lim L6 
vu Y (x) za g” (x) 


207 O je ¡Ta T1 . ` 

X A: F ere le "m Taylor si Mac Laurin. Se consideră o funcție f(x) definită într-un 

ad pa DE banno ems la ordinul n4-1 inclusiv, derivata de ordinul n--1 
ii á in interval. In aceste condiţii, pentru x si x4 in i i 3 
Doza , t ȘI + apy 3 R 

formula lui Taylor : P si v--h din interval, se poate scrie 


n 


s] , h 
f(z A) — fG9)4- f (a) 4. Ert a 
ler iil Tae ar PD G) + Rm (1.24) 
hn+1 
unde: Ra e f(t) e A n 
aint (z + 0h), cu 0 <0<1; 
Ta , (2%—Xp) (£ — za A 
sau : f(x) = f (Tp) Ez i fx) + 0 TANE ] (2 — x)" A 
1! j a E eh EE E RAI 


(1.25) 


dacă 1 > — P. r im ^ d 
( acá in loc de z s-a pus Uy $1 V= To 1 h). 
1 1 parti iar interva LJ - = > 
t "tic ', dacă Le lul (a b ntine originea 1 se p o X 0... > 
co n 
: ( , ) g pune 0 , se obține 


O=O + r9) ess 3r. 
(0 uq OT n! FEXO) + Ry: (1.26) 


Po T- 3 Ramas 
entru o funcţie eu două variabile, formula lui Taylor se serie : 


fé hu) e f, p) +2 ( Mr Mail e 2 
" E z,y)d-—| h —— + k — i a (6 f OY 

' ? eas: h? — E e LUE 

1! dx » 1 agr 2hk — 3 


n! 


wm Q?f n 
Fk? | MAS TEES A. n? af + C1 91% 9f n! zu 
Ozn n da” -1y 4^ 9.6 
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iar pentru 3 variabile : 


1 ) ) J 
fd yk i+0=1f(09D += 7 Ur TEA o t 


1 o o 9 Wy? i 
sus Hk- dub = a f+ Ra” (1.28) 


Fiind dată o functie f(x) care admite derivate de orice ordin într-un punct Xp și astfel ca 
restul formalei Taylor corespanzitoare să tindă către zero, ea se poate dezvolta în serie 
Taylor (sau Mac Laurin pentru x¿=0) in vecinătatea punctului vo. 


arccos Y 


D ZH e. decit 
3.2.7.6. Dezvollári ale unor funcții uzuale : arccotg 1 


z q? xs a" 
eme ud 3l- ph Pi 1)” — +... (1.29) 
1! 2! 3! n! WE 
argsh a 
Y y z5 y? A 
sin t= — —- -q——— + F( +... (1.30) 
1! 31 5 TA 
r? ri rê an 
COS X 1 E E F(—1) —— +... (1.31) 
21 4! 6! (2n)! 
cs 255 1737 621° 
tg 2 A O ta pt pd (L32) 
3 3-5 3?.5. 7 31.5-7 
1 X 2 m q 
colg x —— : (1.33) 
Y 3 32.57 33.52.77 
Y C eu ce pi il 
sha o WE a ica 
1! 3! j! 7! (2n + 1)! > n. 1)” 
.+(= y ——— 
x2 x n x2” 
ch a 1 4 -— + 4- - } - Dacá x este mi 7 
2! 41 6! (2n)! * este mic se pot scrie urmátoarele formule aproximative : 


In t E A 
(1 UR d v;sinra 2; cos 1 —— ; lg ic. (1.35) 
a .35 


> E -3 
ârcsin 2 = x +- e e fo — ze Toce 
i j M 
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3.2.7.7. Extremele funcțiilor. O funcție y=f(x) derivabilá este crescătoare într-un in 
terval (a, b), dacá derivata este pozitivá sau nulă si este descrescătoare dacă derivata este. 
negativă sau nulă în acest interval. Dacă într-un punct c din interval derivata se anulează 
schimbindu-și semnul, funcţia are un extrem, care se numește maxim dacă trece de la+ 
la — (fig. 1.28) si minim dacă trece de la — la + (fig. 1.29) .Calculind si derivata a doua, 

X $ ” A Fi ini N " vr —-0 

rezultă maxim pentru f “(c)< 0 si minim pentru f (6) > 5 à 

Dacă FOTO eid .. = f™ (c) = 0 si f” *9 (e) Æ 0, atunci pentru ze rezultă un 
extrem cînd n este impar si anume : maxim dacă f 12+1)(c) <0 si minim dacă f' (c) 0, 


(unde hy». - +» hu sint suficient de mici, iar z,, ..., 1, reprezintă o soluţie a sistemului pre- 
cedent) este definitá negativá, functia va avea un maxim, iar dacá este definitá pozitivi, 
funcţia va avea un minim. 


3.2.7.8. Studiul variaţiei funcţiei. Acest studiu cuprinde următoarele etape: 


— stabilirea domeniului de definiţie (tinind seama că radicalii de ordin par si logaritmii 
sint reali numai dacă sint calculati din numere pozitive, funcţiile inverse arcsin x şi arccos x 
numai dacă ze [—1, +1], iar pentru fracțiile rationale se exclud valorile care anulează 
numitorul) ; 

- determinarea punctelor de intersecţie cu axele de coordonate (+=0, y=0); 

- calcularea valorilor funcției la capetele intervalului (sau intervalelor) de definiţie, 
determinind limitele funcţiei cind x se apropie de aceste valori din partea în care funcţia 
este definită ; 

— determinarea punctelor de discontinuitate : pentru fracţii — punctele unde numi- 


torul se anulează, pentru funcţia In x — punctelein care xr se anulează, pentru tg a— 
zi da € ó x zi ag c s a d. i 
ES AMA valorHe x = | KT —] 7, iar pentru cotg x — valorile x = kv (Kk întreg); 
Fig. I.28. Punct de maxim. Fig. 129. Punct de minim. 2 , p 8 Ent 8 


— calcularea primelor două derivate ; 


Dacă într-un punct c din interval, f'(c) se anulează fără a-și schimba semnul, C este 


: Arras rds 30) 
punct de inflexiune (fig. 1.30). 3 Jew i Ww 4 ; 

Se consideră o funcţie de două variabile z—f(x, y) care admite derivate de ordinul 
intii continue si de ordinul al doilea finite, intr-un domeniu D. Extremele acestei funcții 


vor fi date de soluţiile sistemului f; = fy = 0 si pentru: 


— determinarea punctelor de maxim si minim ; 
— determinarea punctelor de inflexiune si a concavitátii curbei; 
— calcularea valorilor functiei- corespunzátoare punctelor de maxim, minim si de 
inflexiune ; 
— determinarea asimptotelor oblice, de forma y — mx + n, unde: 


£ 
m = lim JS) şi n= lim [f(x) — mx]; 
o +0 T t-> + 00 


maxim dacă f,, < 0 
< 0 rezultă 


minim dacă f, > O 


> 0 nu rezultă extreme 


Il 


— întocmirea tabelului de variație a funcției, avind liniile x, y”, y”, y (pe ultima linie 
se mai indică prin săgeți dacă funcția este crescătoare sau descrescătoare) ; 
— reprezentarea grafică a funcției, pe baza datelor obținute anterior. 


0 nu se stie. 


Fig. 1.30. Punct de inflexiune. 
g X à 
3.3. CALCULUL INTEGRAL 


3.3.1. Integrale nedetinite 


Of 9 o T 
A; REA: Eu ——— a 0 (1.36) 3.3.1.1. Definiţii. Se consideră o funcţie f(x) continuă intr-un interval (a, b]. Se nu- 
dx, — Oz, Yn mește o primitivă a ei, o funcţie F(x) derivabilă in [a, b], a cărei derivată în acest interval 
ste egală cu f(x). Determinind una din primitivele unei funcţii, toate primitivele ei se 
9 DAA Băsese prin adăugarea unei constante aditive. 

: * A Tiere IA S 

si dacá expresia : Bicis A a MN Š 

, 02, dan Se notează : F (x) = $f (zx) dx + C. 
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Din definiție rezultă de asemenea : 
f(x) de = faf (x) = f(x) + C; 
(f(x) da) = f(a). 


3.3.1.2. Proprietăţile integralei nedefinite : 
$ [f(a) + g (x)]de = $f(x) de + $g(x) de; fef (x) dz = c Vf(x) de (c = const) 
judo = uv — fodu (integrare prin părţi) 


| Vf (7) de = $ fio (6)] e(t de (schimbarea variabilei de integrare r — 9 (0). 


(E 
3.3.1.3. Integrarea functiilor raţionale: I = Var dx, unde P(x) si Q (x) sint poli- 


Qr) 
noameinz. Dacă gradul lui P(x) este mai mare decit gradul lui Q(x), se poate scrie 
R(x 
I =$ P,(x)dz + bn dx, R(x) fiind restul împărţirii lui P(x) cu Q(x), P,(x) citul, 
Qi 


iar Q(x) se descompune in factori (grupind cite două rădăcini conjugate) : 
- 
Q(x) = a(t — ram... (x — zi (2? + pat + qu) isi... (27 + pix + quis; 
(Mk sk. FL mi + 241 -+ 2m;+j = gradul lui Q(x)). 


În aceste condiţii, rezultă o descompunere unică în fracţii simple : 


R (x) A B E 
| — -|—À— + — bes cqert Mid LA... + 
| Q (x) (x — a) (x — 29-1 £— Ly 


Ai B; E; Hx + K 
e [cat a al a E t 
(x — rj)"i (x — z)^i-1 z— ti (x? + paz + qu) ii 


Lix-- M, Sit + Ti 3 
(12% + pyt + 03) tra 2% pitta 


| d Hjx + Kj IL; Mj 


(x? + pjx + q;)" ixi (12 pjx + qj)" i-j71 
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Coeficienţii numerici A, B, ..., E, H, K, ..., S, T se determină aducind membrul 
drept la același numitor şi identificind numărătorul obţinut cu R(x), ceea ce duce la re- 
zolvarea unor ecuaţii liniare sau, se pot da lui x atitea valori citi coeficienţi sînt de deter- 
Ts 


Q(x) 


minat si se rezolvá sistemul obtinut. Astfel, caleutulintegratei | se reduce la cal- 


culul unor integrale de forma : 


E du ^ ( du s r dx : 

- — - - —-— a 
(ar? ) (3 4 pz -- ay" ' ) (22 4 pz 4- o)" 
3.3.1.4. Integrarea funcțiilor iraționale : 


I = $ f(x, y) dz, unde y=Vaz? 4- bz c; 


— dacă b? — 4ac > 0, az? + bx + c = a (x — z) (x — x); 


: ERRARE desee E 

— pentru a > 0 se face substitutia : ———3À = (?; 
X — La 
E pun" wu wn dup d 

— pentru a — 0 se face substitutia EE 
L— s 


— dacă b? — 4ac < 0, a> 0 —) c 0 si se face substitulia : 


Mud. on | 
Vaz? + bx + c — tx + Ve ; 
sau: 


Vaz? + bx + e — tx Ya. 


3.3.1.5. Integrale binome : 
I= V (a -+ bx”)? dx 


unde ie E : - 
ide m, n, p sint numere ralionale, iar a si b — reale. 


Acestei s vA als : EN ; 
Eds integrale se reduclaintegrale de polinoame sau fraciii rationale in urmátoarele 
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p intreg, in care se face subtitutia x—IN (N fiind cel mai mic numitor comun al frac- 
fiilor m si n); 


m 4- 1 i 

—— întreg, în care se face substitutia a + bx" = (XM (M fiind numitorul lui p); 
n 
4-1 n 

iir uid -- p întreg, în care se face substitutia ax” + b=t™ (M fiind numitorul lui p). 
n 


3.3.1.6. Integrarea funcțiilor trigonometrice. Acestea au forma : 


P (sin x, cos x) 

I = M sin x, cos x) dx A SS 
Q (sin t, cos x) 

x 
Se face substitutia tg 7 — f, rezultind : 
F 2t 1— 72? 2dt 
BID esc A CUSA y dr= -——o 
14-8 1--t 14-8 


În unele cazuri particulare se pot face si substitutiile : 


— dacă funcţia este impará in raport cu sin x se pune cos t = f; 
— dacă funcţia este impará în raport cu cos x se pune sin v = f; 
dacă funcţia este pará în raport cu sin x și cos x se pune tg v = f, 


| 


rezultind : 
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(ad dai, 


(n + 1)b 


(a 4- bx)" dx — 


1 1 
= — In J|a--bx| + C=— In C,(a + bx) 
b b 


— a = In |x — a| +C = ln €, (x — a) 


TC (nzE-—l) 


dz za xd 1 
P (n — 1) (2 — 


ay-i 


1 + x* 


dx 
| z — = arctg x + C = — arccotg x4- C 


| 


: t 
L -_——arcta 2 - 
5 arcig 


dr x 


-C 


2n — 3 dx 


(ha) — 2(n—1)(4 4 x 


a n zana 


+ C (n întreg >1). 


(n > 1) 
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>g 29 


; i i 
/ du 1 | a 4- c | 1 aü4- c ^ 1 
ce pp eee Pn n — JR rr a Do SCU ESSET WS 
| daa 2a [|a=xw | 24 LP | | Vaz? rcc P: C atei EA a 
- dz 1 Y | 
| A == — In €; D td (bc = ad) - —1 . 2ar 4 b b | 
(ax + b) (cx + d) bc — ad ax +b Sau = —— arcsin == + C (a < 0) 
Y—a Vb? — 4ac 
2 2ax + b ^ 
= >= arctg ——— A (406 7x02) ———————— ——- — — 
ax? + bx +c | 4ac — b? V 4ac — b? E | | 
| e " a 1 M | e 1 * 1 
( a? dz = : + E | fe dz —e* 4 C | e de = — e + € 
Y dz 1 EÀ d ] na | | a 
— = : 53 [ax + b|— Injex + d| | - C (bc—ad £0 — : ES | LL a e adhi 
(ax - b) (cx + d) bc — ad c 
E | ) ( “pa e 
M T == MA In lgzx?-- bx 4-6 | —— A == arctg An == : T6 j pu ee E at icy das — met — Z lara e? de 
ax? + bz + 2a al Zac — p V4ac — b? aè a a 
(4ac — b? > 0) i In x l 
\ In r dr =xInzx «ej E dr E. z +C; TES = In (C In z) 
i : J q £ z xin g 
— À LIA x 3 x Y 
( Va + bx de = — (Vat bx)* + € ; ds e ges NA E 86 
J 3b at bx b = r2 q2 
| zinrdzr— ——Inz ——— 4 C; fe In xdr = x”+1 LEAN 1 HC 
1 J 2 4 n4 1 (n + 1) 
pe -a 2 dt = — [x Vaz -- a? -4- a? In C (x 4 Va ES a?) |] 
2 
P (n ze — 1) 
Tz - In C (z 4 l2? £ a?) | Ar ect. s dig. p OSEE au I 
E r(Inzir) (1 — nm) (na) x n+1 ze 
= 1 í xr TÆ — | 
a ade = —[|zazla?—2? + a? arcsin — | + (n 5 ) 
2 a J 
i Jas : ——— | sin x dx = —cos xr4-C E rdr = chz+C 
a x x 
Piu — — arcsin E: 3b es arccos +C 1 | 
| Va — qx? a d — ALE | 
LEES + e dz= ci V 'ax?--bx--c4- 4ac — b^ 273 de. 8 | feos x dr = sin x +G fon xdr =shr+C 
Aa 8a Vaz? + bx 4- c 


5 — 0, 292 
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RA ro Aa Stay e e ar M £ ^on 
tg v dz— —In|cosz| + C; [cota 4 dr = In |sinz| +G j^ sin mx dr = cos mr + — for cos mr dr-4-C (n > 0) 
m m 


UNS x T 
sin? x da = —— sin 22 + — + C; os? x dz A | x -4 Y d TT. n 
4 x"cos mz dx= sin mv — — | a"—!sin mz dr4-C (n> 0) 
m m 


i sin— x cos Y n—i > = $ 
sin” 2 dr= — —— + ———— M sin*-? z dx (n > 0) 


x sin 2mx cos 2mx 
n n snai 


x sin? mr dr = — — LE 
4 8m? 


ng ia 

cos x sin 2 n—1 A h 

cos"adx= + - — feos s'—?dzr (n=0) : 
R i ( x? cos? mx dx— — i s —— |sin2mz + t cos 2mx , 


8m? Am? 


“(a sin bx — b cos br) 


1 
tg'"rdr—- —— — tg gr — jue xdr (n> 1); 


n— 1 "sin bxdr— € — 


2% (a cos bx + b sin bx) 


( PE cos by dx = ADA 


1 
cotg"adi=-— ————— cotg"^! a — La adx (n1) 
n— i 


sin mr 


siumzdze— -:—— 6; L ma dx = —— + € 
m 


m 


sin (m — n) x sin (m 4- n) x = "mm 
sin ma sin nz de = — —— — — +C (mÆn) 
2 (m — n) 2 (m + n) 


— COS ct 


sin (m — n) x sin (m + n)z , a 
cos mg cos nx dr = | — FC (mÆn) y 
2 (m — n) + n) "E sex +6 = thr + 


cos (m + n) x —n)r 
sin mx cos nx dr— — - n 
2n tm m dua = — cotgzr4C; = — coth z + C 


1 MEE EIA dz 
x sinma dr— — sin mx — —— cosmx + C ; 
m? m b sin x + ecos x 


1 2. 
x cos mx dr = — cos mx + — sin mz + C 
m? m 


y 
j 
j 
j$ 
y 
l 
y 
y 
y 
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— "(> 3) 


dx 1 cos x n — x dx 


. 
J sin" x n —1 sin la n— 1 


six ( f (x) dz = 


| “a 


(n > 1) 


de 1 sin x n—2 | du 


cos” x n—1 cost iz n—1 cos"? x 


udi 


2 


" rm 3 ~ f 
arsin xdx= rarcsinz + |1 — x?+C | arccos rdr—z arccos x — V1 — x? + C 


f aÒ 


“a 


» 
pò 


| f (x) dr = 


a 


1 
arctg x dr = x arctg x — — In (1 + 22) + C 
2 


1 = 
| arccotg zaa =xarccotg x+ — In (17+ x?) + C. 
2 


3.3.2. Integrale definite 
3.3.2.1. Definiţii. Se consideră o funcţie f(x) mărginită într-un interval [a, b] si o îm- 
pártire a acestui interval: a—z$— 2, —... «r,—b, iar in fiecare din aceste subintervale 
se alege Ey : 2j, & En S Tr 
n 


Do 


Dacă suma S, = $ f (En) (x, — 2, ,) are o limită — oricare ar fi împărţirea si 
h-1 
valorile £j — cindn-» co si Az, = (xj — 24, —,) — 0, se spune că functia f (x) este 
b 


integrabilă în sens Riemann în intervalul [a,b] si se notează: 1 = lim S, = | f(x) dx 
n-p a 


care reprezintă integrala definită. 

O funcție continuă sau care are un număr finit de discontinuități de prima speță în 
intervalul (a,b) este integrabilă în acest interval. 

O funcție integrabilă într-un interval este de asemenea integrabilă in orice subinter- 
val al acestuia. 


3.3 


3.3.2.2. Proprietățile funcţiilor integrabile 


Dacă f(x) este integrabilă si are o primitivă F(x) într-un interval [a,b], atunci : 


Dacă arcul este 
A si B, atunci : 


b 
| f(x)dx = F(b)— F (a) (formula Leibniz-Newton) 
a 


a 


a b 
reas 0; reas - - reas 


a b 


^b 
\ ra) dz = 0— 9f; ( 


e b 
( f (x) dx + | f 


Cc 


„b b 
| LEG) + 9(2)] dz = (ro 


*a 


-8 
\ FeO 900 


.G 


X t 1 : | 
— dacă in intervalul [a, b], |f (z)| < M, atunci 4 
E 


9(x)-—a; 


b 
f (2) g (x) dz = f (E) | 


(x) dx (a — c < b) 


b 
dz + | g (x)dx 
a 


b 


b | b 
| f (2)g'(2) dx = (f (2) g (2)) | "i g (2) f(x) de 


a 


8 
dt — | D (1) dt 


a 


e(p)-—b; 


b 
a 


:2.3. Aplicaţii ale integralelor definite : 


B —— 
1 - rro 


A 


b 


rb 
— dacă f(x) < g(x) in intervalul (a, b), atunci | f (x) de <f 
a 


f (z)dx 


Determinarea 1 imii i i AE ificabi 
1 a lungimii unui arc de curbă AB reclificabil : 


unde x = qg(f) este o funcţie continuă, cu derivata continuă si 


b 


g(x)dx (ass); 
a 


g (x)dx; 


“a 


4 


b 


a 


¡far «M (b— a). 


reprezentat explicit prin ecuatia y = f(x) si a, b sint abscisele lui 


L 


b —————— 
=Í VI y* ds. 
a 
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Dacă arcul este reprezentat parametric prin ecuaţiile == (f), y= y (f) $i punctele bata isch ta 
x E ds 23 yl1 +y?dr= 2d y (0) Va a y? dt 
a h 


tz 
A, B corespund valorilor £4 si b, atunci: L = | Vx? +y” at, 
. lh 


Fig. E 
E z| i dz = =, y? x dt 
/ 
E 


— 


iar dacá AB este un arc de curbá strimbá avind ecuatiile : 


s EE 
x= z(;y-y(D;z-z(bD,atunci: I -| Vx? + y? +z? de. 
t 


v [| fax y pa — 
s al/1+ [: | dy — 2x | x fia y? dx= 
J | dy 


"a 


Calculul ariilor plane (fig. 1.31, 1.32, 1.33): 

ta Mos 

= 2d z (0 la? + y? at 
t 

B 


b ta 
A x dy = d 2? y' de = d x? (t) y' (0) dt 
h 


“a 


unde: c=y(a); d=y(b) si am explicitat x— (y). 
Determinarea centrului de greutate (fig. 1.36, 1.37, 1.38): 


| xdm ydm 


gue giu — - (dm — element de masă) 


: r 
| dm | dm 


pi PR wm Pata 


Fig. 1.31. Aria cuprinsă între Fig. 132. Aria cuprinsă Fig. 1.33. Aria sectorului 
un arc de curbă si porţiunea între arcele corespunzátoa- format de un arc de curbá 
corespunzátoare a axei Ox, rea douá curbe. si punctul O. 


b b 1 
A = | f(x)dx; A = | (ro — se) dr; A = E | e? dô. 
a ^ 8 


a 


Calculul suprafețelor si volumelor de rotație (fig. 1.34, 1.35): 


. 1.36. Arc de curbă. Fig. 1.37. Reprezentarea unei arii plane. 


xY 


Fig. L38. Reprezentarea unui corp de rotatie. x 


0 g j X 


Fig. L34. Reprezentarea corpului obţinut Fig. 1.35. Reprezentarea corpului obţinut 
prin rotația unui segment de curbă în jurul prin rotația unui segment de curbă în 
axei Ox. jurul axei Oy. 
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dm = eds (p = densitatea; ds = elementul de arc) 


" a é 
ta — 9 A 


b b 
( y de | y dx 
“a a 


Folosind notatiile anterioare, rezultă relaţiile lui Guldin : 


(a > 0) 
b b 
„V 52 "n pu] 
; x/1+y”? dx yl1+y” dx 1a). 
Fig. 1.36 | Hy án " peor 1-3-.: 549m DY Mee ; 
“a a „23 ¿07 dy — ES 
Te = — ze > W=- i | m f : j > 0) 
DAY Y ps eel a a 
| Vi +y? az | Vi + y? dx E 
"a a 1 1 
In a 2 1 
(In x)" dz = (—1)'n!; ( £ dx = d: ; | ln z dz = T? 
| dm = gdA (p = densitatea; dA = elementul de suprafaţă) Jo 0 1= zg 6 olt e 12 
b b mez T lim (d +a 2 
1 n (1 + x) T 
a: 27 1 2 === dr = — ——]n 2; | — E 
Fig. 1.37 | | xy du on £ dx |, Vi ză 2 k : 12 


_, 


oc 1 

e? In zdr = ( In |Inz| dr— C — 0,5772156649... (constanta lui Euler) 
M € 0 -0 
Fig. 1.38 2xy,s = Sro (suprafața de rotaţie) 


N sin! z dz = ( cos?" z dz = XL AXIAL eL M 
-0 Jo 2-4-6-...-2n 2 


2xyg A = Vro (volumul de rotație) 


Calculul lucrului mecanic. Lucrul mecanic efectuat de un mobil ce se deplaseaz ă de-a 
lungul axei Oz, între punctele A si B de abscise a, respectiv b, sub acţiunea unei forțe F(x), = 
este: r2 z : 
| sin2n+1a dr— f ens LEE 2:4-6-...-2n 
Jo 


-5-7+...«(2n+1) 


e 
w 


b 
L= | F (x) dz. 


a 


3.3.2.4. Valorile unor integrale definite uzuale : 


e 1 55 sin? x Ñ T. E , oc i " 
Ab. == IA n> 1); | a Eu (a0, b>0); m tea: 2" ( sin (z?) dz = | cos (1%) dx = ES 
Ja. *" (n — 1) a" Jon ust bx? 2 l'ab » -0 0 2/2 
ec Mn-— " 
| Tow IA A A dz = arctga (a> 0); 
p. i sin nz 
T 
oc ga, oo 9o p n sir et 7 
e" de = m , ( e * dz = Ata > 0); | ete dz = Ld (a > 0) Satira da =| In cos z dz= = -In2 
0 2 -0 a Jo 2a 28 
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3.3.3. Integrale eurbilinii 


rectificabil, reprezentat 
a acestui interval: 
yi) si Mi (Ši ni) cu 


= 
Se consideră un arc de curbă AB în plan, 
y = y (t) pentru te [a, b] si o diviziune 
= b, precum si punctele Mi (2i; 
(fig. I. 39). 


) 


3.3.3.1. Definiţii. 

prin ecuaţiile x = Y (D, 

a= tche < ht < in 

z; = æ (li) şi Bi = x (7i), unde ti & Ti x liu 

n B 

Se defineste lim Y En) Asi = | f(x, y) ds 
A 


næ i—1 


f (x, y) ds, 


e 


1B 


~ 
unde As; este lungimea arcului Mi Miu 


B(E-b) 


Ji 
Li , : : 
M; (t5 ley (E- Lind) Fig. L39. Figurá ajutátoare pentru defi- 
Mi (t=ti) nirea integralei curbilinii. 
A(t-a) 
0 3j 


inlocuind elementul de arc ds prin expresia sa, integrala precedentá se reduce la 


o integralá simplá : 


Analog se defineste si integrala curbilinie in spatiu. 
in calcule se intilnesc in special integrale de tipul : 


b 
f Ix (5, y (0) 


a 


ds (t) 
dt 


să f (x, y) ds = | dt. 


AB 


| 


b 
| (oe (D, D, z(01 Y + QO, VD, 0ly + R Ex(D. (D, (017) at. 


" P (x,y, 2) dx + Q (2, y. z) dy + R (7x, y, 2) dz 
AB 


3.3.3.2. Proprietățile integralelor curbilinii. Acestea sìnt analoge cu proprietățile in- c 
tegralelor definite. | px ds 
i 1 ðP 00 " Vr ja Y " — 02 ds 
Dacá elementul de integrat este o diferentialà totalá exactá, adicá E == T , ç a — 31 Yo AB_ : Ph iv AB : 
€ y or | ^ , AMICUS 
=) ds Aa 
atunci există o funcţie F = F (x, y) astfel ca dF = P dx + Q dy si in acest caz em is eds " e ds 
- AB JIR 


CALCULUL DIFERENTIAL SI INTEGRAL 


P dz + Q dy = F(B) — F(A), oricare ar fi arcul AB, 'adică integrala nu depinde 


= 
» 
de drum. Deci, mergind pe un drum format din douá paralele la axel 
n x xele de coo 
(fig. 1.40), rezultà modul de calcul : coordonate 


z 


r 
E 
“AB 


Dacă se notează cu () integrala curbilinie de-a lungul unei curbe închise, se poate 
; , 


y 
P (x, y) dx + ( Q (a, y) dy = F (z, y) — F (a, b). 


P (x, y) dx + Q (x, y) dy = ( 
~b 


a 


serje : 


z dx + Q dy= 0. 


cay) 8(x y) 


În spaţiu, formulele sint asemănătoare. 


Fig. 1.40. Figură ajutătoare pentru calculul inte- 
gralei curbilinii. 


3.3.3.3. Aplicaţii ale integralelor curbilinii : 


: = 
Lungimea arcului AB este: 


Aria domeniului mărginit de o curbă închisă plană (C) este: 


$ (xdy —y dz). 
c 


avind densitatea 


2 


Masz ala A 

Masa totală a arcului AB 9 
o 
f 


e (x, y, z) este: 


Centrul de greutat i (B 
de greutate al unui arc AB are coordonatele : 
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Loans. 
Lucrul mecanic efectuat de-a lungul unui arc AB de o forţă F avind componentele 
X, Y, Z (în raport cu axele de coordonate), va fi: 


L = a X dx + Y dy4-Z dz. 
AB 
3.3.4. Integrale duble si de suprafață 


3.3.4.1. Integrale duble. Integrala dublá a unei functii f (x, y) mărginită în domeniul 
D este dată de: 


= V f(x,y) dA = W f(x, y) dx dy. 
“D D 


În particular, dacă funcția f (x, y) este continuă in D, ea este integrabilă in acest 


domeniu. 
Dacá domeniul D este convex (fig. 1.41), calculul integralei duble se face astfel: 


b ya (2) rd ga(y) 
1= | asl f(x, y) dy = | dy | f(x, y) dr. 
*e 


Jay) 


“a ~ Y (2) 


Fig. 1.41. Figurá ajutătoare pen- 
tru calculul integralei duble. 


Po 
X 


3.3.4.2. Proprietăți : 


— dacă domeniul D se imparte în două domenii D, si D,: 


V ramas | ræna + f(z, y) dA ; 
D D 


1 Da 


CALCULUL DIFERENTIAL SI INTEGRAL 


— dacă C este o constantă: 


(| Cf(x,y)dA =C V f(x, y) dA; 
:D JD 


- J (f (x, y) + g (x, y)) dA = (| f (x, y) dA + V g(x,y) dA; 
D D D 


— dacă f (x, y) = f(x) fa(y) si domeniul D 
este un dreptunghi : 


b 


^ d 
1=\ n af fau) dy; 


Ja 


My, 


ZI 


X 


— dacă in D, f (x, y) < g (2, y): 


y) f (æ, y) dx dy < (| g (z, y) dx dy; 
D “D 


- dacă f (x, y) = g (x,y) h(z,y), g fiind o 
funcție continuă şi cu semn constant în D, 
iar (Xo, yg) este un punct din domeniul D: 


y. g (€, y) h (x, y) dz dy = g (xo, wjf h (x, y) dx dy; 
L ) D 


Fig. L42. Figurá ajutátoare pentru 
formula lui Dirichlet. 


- dacá domeni ste i ii 
lomeniul D este un triunghi isoscel dreptunghic avind catetele paralele cu 


axele, iar i nu? ii i i 
£, Tar ipotenuza fiind prima bisectoare (fig. 1,42): 


—— 
tá 


v b b 
1 (x, y) dy = f aj f(x, y) dx (formula lui Dirichlet); 
v 


A a 


— dacă ni árgini 
i domeniul D este márginit de curba (C) : 


E, 


f 

t Pdr x 0Q ôP 

P. dr + Q dy J g — dz dy (formula lui Green). 
p \ Ox ôy 


(1.37) 
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3.3.4.3. Integrale de suprafață. Noţiunea de integrală de suprafață generalizează nos 
tiunea de integrală curbilinie si se notează : 


Ic (| f(x, y, z) dA. 
D 


Dacă se consideră suprafața definită prin ecuațiile : 


sa totalá a unei portiuni de suprafatá S este: 


Ma 


m = ȘI p do, 
S 


unde p = o (x, y, z) reprezintă densitatea. 
Gentrul de greutate al unei porțiuni de suprafață are coordonatele : 


xv = x (u,v); y-y(unv); z= z (u,v), 


Yo = B , gg SS , Zo —- E 
V edo J e do ÎI pedo 
5 S S 


Volumul cilindrului avind generatoarele paralele cu Oz, 


integrala anterioară se reduce la o integrală dublă : 


I= V fix(u,v) y(u,v) z(u,v)] y EG — F? du dv, 
A 


márginit de o suprafatá 


unde : z= f(z, y), este: V = (f z dz dy. 
E = 24 y? z2; F = 8y 2y + Yu Yo + ZG G= TE y x, D 


. Integrale triple sau de volum 


3.3.5.1. Definitii. Integrala triplă a unei funcții de punct f (x, y, z) = f(M) definită 
şi mărginită în domeniul V (fig. I. 43), este: 


I WM rana = 


Du i 


Dacă S este o porţiune de suprafaţă, mărginită de conturul (C), atunci: 


Ó )P OR 9 
)P dx + Qdy + Rdz | Lu E uds dus e dy dz + 
e s \ Ox Oy dy Oz 


JP: ƏR 
de (1.38 


= W f (x, y, z) dx dy dz. 
JJJr 


Fig. 


L.43. Figurá ajutătoare pentru calculul 
integralei triple. 


(formula lui Stokes). 


i ps triplá se poate reduce la o in- 
tegra à simplă și una dublă si in continu- 
are la 3 integrale simple : 


3.3.4.4. Aplicaţii ale integralelor duble si de suprafaţă : 
Aria unei suprafeţe S avind ecuaţia z = f(x, y), f fiind uniformă, continuă si po 
zitivá intr-un domeniu D din planul x0y, este : 


da MV az M? quc 
A = (f do = (f |: F E e E dx dy = W | EG — F? du do, 
D D dx Oy Jp 


unde D' este domeniul corespunzátor lui D, in planul (u, v). 


X 


zal, y) 


W f(x, y, z) dx dy dz = W dz dy for p 2) dz => 
V Jp 


ý "az. y) 


b Vaz) zalt, Y) 
= dx | dy f(x, y, z) dz. 
a 


"yo *zur, y) 
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3.3.5.2. Proprietáfile integralelor triple. Acestea sint analoge celor duble si in plus 
se poate scrie formula lui Gauss-Ostrogradski : 


[| P dy dz +Q dzdx+ R dx dy AW 
JJS 


P V 


Presupunind cá seria trigonometricá din membrul al doilea este uniform convergentá 
0 27) si suma ei este f(x), se pot determina expresiile coeficientilor Fourier (a;, bj) 
za Sia seama totodată de dezvoltările și valorile unor integrale definite : 


OP Q ƏR ) 
Ü- dz dy dz. : 
E al dao = T B A 


2r 1 (?7 1 (2 
5 ză | f(x) dx; a, = e (2) COS AT; ese d, — Es f(x) cos nz dx 
0 


^ T Jo 


(1.41) 


3.3.5.3. Aplicaţii ale integralelor de volum : 


P 
or zu 


` 1 1 27 f 
b, = E [(x) sin x dx; b, — — f(x) sin 27 dz;... b, = A f(x) sin nx de 


T Jo T Jo ze 0 


Volumul unui corp V este dat de integrala : 


ro m mara 


Masa totală a unui corp este: 


M = W p dv = ii e dz dy dz. f 
V v j 


Centrul de greutate al unui corp V are coordonatele : 


W ex dz dy dz W e y dx dy dz W gzdz dy dz 
y 1 VF JJJp 


y —À— ; a ———— 


: : : 
W e dx dy dz W e dz dy dz K e dz dy dz 
"v V " V JJpy 


Reciproc, dacă se pleacă de la o funcţie dată f(x) periodică si mărginită si se cal- 
culeazá coeficientii lui Fourier, se pune problema dacá seria corespunzátoare este con- 
vergentá si suma ei este f(x). O funcție f(x) care satisface condiţiile lui Dirichlet, adică 
intervalul (0, 2x) poate fi descompus într-un nuinár finit de intervale parţiale deschise, 
în care f(x) să fie monotonă si dacă f(x) nu admite decit puncte de discontinuitate de 
speța întiia, poate fi reprezentată printr-o serie Fourier. Aceste condiţii sint îndeplinite 
de cele mai multe funcţii uzuale. 


4. CALCULUL VECTORIAL 


4.1. DEFINIŢII 


Vectorul este o mărime, care în afara valorii numerice se caracterizează prin orien- 
tare în spaţiu. Vectorii se reprezintă deci prin segmente orientate, avind caracteristică 
direcţia (dată de dreapta suport), sensul, mărimea și punctul de aplicaţie O şi se no- 


3.3.6. Serii Fourier. Se consideră o funcţie f(x) continuă și derivabilă într-un in- 


zf 

Š : i E T AO É a — Oka : 

terval (a, b) cu exceptia unui numár finit de puncte de discontinuitate de speța intiia: leazá — de exemplu : — |———. ; sau OA ; sau OA (a). Valoarea numerică a vectorului, 
Se poate presupune cà aceastá functie este definitá in intervalul [0, 27], deoarece ori: 0 A 


Său mărimea sa se notează |a| și se numește modulul vectorului. Distingem 3 tipuri 
de vectori, în funcţie de caracterul punctului de aplicaţie : 

— Vectori liberi (punctul de aplicaţie arbitrar în spaţiu); 

— Vectori alunecátori (punctul de aplicaţie arbitrar pe dreapta suport); 

— Vectori legati (punctul de aplicatie fixat). 

Se numeste versor corespunzător unui vector d, un vector auxiliar (a9) avind aceeași 


je 
care ar fi intervalul dat [a, b], prin schimbarea de variabilă a = — — 4 t4 in- 
2x 
tervalul corespunzător noii variabile £ este [0, 27]. Funcţia f(x) se poate reprezen 
în intervalul (0, 27) printr-o serie de forma: 


x) = Ay + (d, cos x + b, sin x)+(a, cos2x + b, sin 2a + ...+(4, cos nz + 
0 1 1 2 2 n 


orientare ca si a, dar valoarea numerică (modulul) egală cu unitatea (la,] = 1). Se 
= (1.40) Poate serie deci q = [a d, 
+ ba sin nz) +... = ag + Y (a, cos nz + b, sin nz). Doi vectori à si b sint egali, dacă sint paraleli și au aceeași orientare, iar modului 
nel lor este egal, 


$ — e, 292 
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4.2. PRODUSUL UNUI VECTOR CU UN SCALAR 


Produsul Ag al vectorului d cu sc 
înmulţit cu A si avind aceeași orient 
(dacă A < 0). Această operaţie este 


alarul A este un vector al cărui modul este 


are cu vectorul a (dacă à> 0) sau opus 
comutativă : 


u (Aa) = (ua) = (pda 


și distributivă in raport cu suma scalarilor : 


De asemenea se poate scrie : 


4; 10—O0. 


1 
se definește asemănător, înlocuind pe A prin—» pentru A 0 
A 


4.3. ADUNAREA SI SCÁDEREA VECTORILOR 


Suma a doi vectori q si b se 
sau regula triunghiului (fig. 1.45), 
sau unul in extremitatea celuilalt. Tot 
gula poligonului), 


poate obtine prin regula paralelogr: 
á cum se aplicá cei doi vectori 
astfel se obţine si suma a mai r 
vectorul sumá avind sensul opus vectorilor compo 


amului (fig. 1.44) E 
in același punct, 
nulti vectori (re- 
I.46). — 


Fig. L44. Adunarea vectorilor prin 
regula paralelogramului. 


prin regula triunghiului. 


Fig. 1.46. Adunarea mai multor vectori prin 
regula poligonului. 


CALCULUL VECTORIAL 


Suma vectorilor este: 


SA (a + b)+0=4á+ (8; 
— asociativá : a+b=b+xúu; 

a+b 
— comutativá : Na iib = M + m, + Ac. 
distribuitivă față de Inmulfirea cu un scalar: A(a + b+c) = 


0 


Fig. 1.48. Scáderea vectorilor 


Zi 47. Scăderea vectorilor h A T 
Eu, Lin SARRIA prin regula triunghiului. 


prin regula paralelogramului. 


Diferența a doi vectori à — b =c, se poate obtine tot pe P Sary pd 
7 i c eg c aza regu 
i (fig. I. 47), considerind c —a — b — a + e b) sau pe ^ 1 E 
RoT yes considerind descázutul a — b--C ca sumă si scázátorul b, vectorul diferenţă c 
g. I. , 
avind sensul de la scázátor la descázut. 


4,4, VECTORI LINIAR DEPENDENTI SI LINIAR INDEPENDENTI 


Vectorii d,, Ga ,..., G sînt liniar dependenţi, dacă se pot găsi n scalari Ay, Ay >...» Ay nu 
toli nuli, astfel ca: 


hl T Ads V A (1.42) 


În acest caz, un vector este combinaţie liniară de ceilalţi vectori. ; — 
Dacă relaţia de mai înainte este satisfăcută numai pentru toti A; nuli, vectorii sint 
liniar independenţi. - y "UA E 
Condiţia necesară şi suficientă ca doi vectori a şi b să fie coliniari este ca ei să 
fie liniar dependenţi, adică: «a + fb = 0, scalarii 
* şi B nefiind nuli simultan. 
Aceasta se poate exprima și prin relaţia de 
dependenţă liniară : 


b =, (1.43) 


Orice vector ¿ poate fi descompus (in plan) după —— 313 
două direcții arbitrare (fig. I. 49): 

Fig. 1.49. Descompunerea unui 
C = xd + fb vector după două direcţii. 
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CALCULUL VECTORIAL 


— 


Condiția necesară si suficientă ca 
să fie liniar dependenți : 


3 vectori (@, b si C) sá fie coplanari este ca ej VECTORUL DE POZITIE 


4.6. 


Pa ate Oxyz si un vector d aplicat în 
- - : rectangular de coordonate Oxyz $1 U 

aga + Bb + yc = 0, ó deri un sistem rectang 

Se consider: 


(1.44) mului si se notează versorii celor 3 axe cu i, ji si k (fig. E 52). 


i de kn 4cinea siste 
X, B si y nefiind nuli simultan. originea s$ 


Atunci se poate scrie : 


Adicá, oricare dintre ei (de exem- 
plu c) sá fie exprimat in funcție de 
ceilalti doi, prin relaţia de depen- 
dentá liniará : 


d — a, + ayjd ak, 


a, si a, sint proiecţiile vectorului d 
yo: 


unde dz; E 
pe axele de coordonate : 


€ = MM + ub. 


VE 208 i 
4, = 4 C0S%; dy = A COS D; A, = A COS Y 
w 


Orice vector d poate fi descompus 
(în spațiu) după 3 vectori arbitrari 
necoplanari (fig. I. 50) sub forma: 


Vectorul a poate fi considerat ca vector E 
pozitie al punctului A, pd do dy pe 
reprezentind coordonatele heces ui. (Prog sp 
aceste coordonate, se poate b apio is i in nd 
(valoarea) vectorului si unghiurile formate de Pm "M 
vector cu axele de coordonate: r 


Fig. 1.50. Descompunerea unui vector după trei bal 
direcţii necoplanare. d 


= «à + Bb + yc. 


Fig. L52. Vectorul de pozitie al unui 
ra 3 punct. 


4.5. PROIECTIA UNUI VECTOR PE O AXÁ 1 


Proiectia unui vector q pe o axă x se obţine intersectind axa cu dou 


à plane per=* 
pendiculare pe ea, duse prin originea si extremitatea vectorului (fig. I. 51). 


Q 


Ss mn la». nne» a ANAS AL cos? y zi p 
De asemenea, rezultă relația : cos?« + cos? f - 1 


Z 


Fig. L51. Proiectia unui vector pe 
Y E 
—— O axá. 
X 


Se notează pr;d—a,, 4, avind o mărime scalară $i algebricá (pozitivá cind orientarea 
vectorului coincide cu cea a axei si negativá in caz contrar). De asemenea, se poate 
scrie d, = a cos o, unde a = lal, iar o este unghiul format de direcţia vectorului cu 
direcţia axei. 

Proiectia sumei mai multor vectori pe o axă (sau proiecția rezultantei) este egală 
cu suma algebrică a proiectiilor componentelor : 


pra(ă + b + c) = pra + prab + pr,ē Fig. L53. Vectorii de poziție ai extremităților unui vector. 
Ed $ e T z-* 
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Se considerá si cazul in care originea vectorului diferá de originea sistemului de coor- 
donate (fiind vorba de un vector legat; (fig. I. 53)). 

Dacă Ty si T sint vectorii de poziţie ai originii si extremitátii vectorului a, iar coor- 
donatele acestor vectori sint xy, Yo Şi Zo și respectiv x, y si z, se pot scrie proiecţiile. 
vectorului a: 


obtine expresia analitică a produsului scalar : 
se ODPIS v 


a b = a,b, + ayb, + azb; (1.46) 


De asemenea, se poate determina unghiul a doi vectori : 
e as a, se 


Ay = 2 — To; Qy = Y — Yo; Q = z= z 


0* j 


ab a,b, + ayby + ab. t 


coso = | 
ab ab / 


a,b, 


+ ayb, + 
Formulele anterioare se aplicá acum acestor valori, : 


sau. in functie de cosinusii directori : 


4.7. PRODUSUL A DOI VECTORI 


a ay ENTE S cos y si bs. = cos q« ; dy == 008 Bs de = cos y” 
4.7.1. Produsul sealar. Produsul scalar a doi vectori (fig. 1.54) este o mărime sca- E NES So ps d pP us 5^ b b 
lará, reprezentind produsul dintre modulul unuia din vectori si proiectia celuilalt pe - 


directia lui: 


y 


1 os B, Le SY 
cos ọ = cosa cos a” + cos D cos B’ + cos y cos y”, 


ab = apr; b = bprgü sau db — ab cos 9. (1.45) 


precum si condiţia de ortogonalitate : 


B^ Proprietăţile produsului scalar : 


| — comutativitate: ab = ba; 

á | — asociativitate față de înmulțirea cu 
| 
| 


= 0> a,b, + ayb, + azb, = 0. (1.48) 


un scalar : 


2. Produsul veetorial. Produsul vectorial a doi vectori a x b este un vector x 
perpendicular pe planul lor (fig. 1.55), orientat conform regulii surubului — cind pri- 


* 7 - A à (ab) = (xa) b = a (àb); 


1.7.2 


Fig. 1.54. Elementele produsului scalar 


3 À — distributivitate falá de adunare : 
a doi vectori. 


a(b+c)=ab+ac; 


— produsul scalar ab = 0, dacă a = 0, b = 0 sau a] b |ẹ = — j 


i i ii i i 55 prezentare: rodusului vectorial a doi vectori. 
În particular, pentru versorii axelor se poate scrie: Fig. 1.55. Reprezentarea pr a 


Mts t avi d 
mul vector se rotește către al doilea pe drumul cel mai scurt — şi avind modulul egal 
*4 suprafața paralelogramului format de vectorii dati. Astfel: 


ij jk = ki — 0 Hum si2=j=k=1 (9=0). 


¡el — |a x b] = ab sin q. 


(1.49) 


Dacá se considerá cei doi vectori descompusi dupá axele de coordonate : 


Produsul vectorial are urmátoarele proprietăţi : 
— este anticomutativ: axb=-bxa; 


a = a, +04 d akz; b= byi + byj + bk, 


88 MATEMATICI GENERALE SI SPECIALE PENTRU GEODEZI 


CALCULUL VECTORIAL 


— asociativitate fatá de inmultirea cu un scalar : 


18, PRODUSUL A TREI SAU A MAI MULTOR VECTORI 


A(axb)—oaxb-aüx Ab; 4.8.1. Produsul mixt. Produsul mixt a 3 vectori a (b x c) reprezintá loa? sn 
leli ipedului avind pe a, b si c ca laturi (fig. I. 56), luat cu semnul + sau — ,dup 
Sum triedrul format de vectorieste drept, sau — respectiv— sting: 

c n 


alb x c) = abc sin e cos 0. 


— distributivitate fatá de suma vectorialá : 


ax(b+co=axb+axc; 


— Produsul vectorial a x b = 0, dacă à = 0, b = 0 sau allb(p=0s 


au 7). 


Fig. 1.56. Reprezentarea produsului 
o + 1 H 
mixt a trei vectori. 


: h 4 i 
În particular, pentru versorii axelor se poate scrie : 


ixi-jxj-kxk-opnixj-ki;jxk-üEkxi-j 


Gonsiderind vectorii descompusi dupá axele de coordon 
liticá a produsului vectorial sub forma unui determin 
dupá elementele primei linii : 


ate, se obline expresia ana- 
ant simbolic, care se descompune 


Dacă se consideră vectorii descompuși după axele de coordonate, se obține expresia 
analitică a produsului mixt, sub forma unui determinant : 


i 3 kI | % Ay à; | 
E P9] | = Le albxc)=1| b, b, b 
ax b = | Az Ay 0; | = (ayb, — a,b) i + (a;b, — a,b.) j + (a,b, — ayb;)k. (1.507 ( ) ia ră 
| | £s Gl 6 
y b, b, b; | 


= Ca (by €; — b, Cy ) + ay (b; c; —ba Cz) + a; (ba Cy — by Ca). 
Modulul se mai poate scrie: 


Proprietăţile produsului mixt sînt : 


lăxb| = V (a,b, — aby)” + (a,b, — a,b,)* + (a,b, —ayb,)*. (1.51) ] 


— semnele de înmulţire vectorială şi de inmultire scalară se pot schimba între ele, 
fără ca produsul să se schimbe ; astfel, produsul mixt se poate nota: 
abe=a (bxc) —(axbe; .— — 
— este anticomutativ: abc = —büc = —acb— —cbá; _ TT a e 
— rámine neschimbat în urma permutárii ciclice a factorilor : abc=bca=<cab; 


De asemenea, se poate determina unghiul a doi vectori : 


la x bl — asociativitatea fatá de inmultirea cu un scalar: 

sing = — , (1.52) = - - LU x E 

n» Ga) (b x c) 2 a [(àb) x c] = a[b x (Ac)] = à (8 b c); 
— condiţia necesară si suficientă ca 3 vectori d, b, c să fie coplanari este ca produsul 

condiţia de paralelism fiind : lor mixt să fie nul: 
a x c) = 0. (1.55) 
ayb, — a,b, = 0 " 1.8.2, Dublul produs vectorial. Acesta : d X (b x c) reprezintá un vector d perpendicu- 
a 5.20 E ad a d de _ y Ari gue (1.53) ar pe d si coplanar cu b si c. Deci, poate fi descompus dupá directiile vectorilor bsic: 
j A b, b, b, a X (b X c) = Xb + uc, unde X = ac şiu = — d b. Astfel, se poate scrie: 


a,b, — ayb, = 0 


a x (b x c) = (ac) b — (ab)c. 
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4.8.3. Produsele a patru vectori. Cele mai importante sînt: 
— produsul scalar a două produse vectoriale : 


— produsul vectorial a două produse vectoriale : 


(a x b) x (č x d) = (acd)b — (bed) = (abd) c — (abc) d. 


4.9. ROTATIA SISTEMULUI DE COORDONATE 


Un vector q, în sistemul Oxyz(fig. I. 57), se poate serie : 


a = Ag i+4dyj + a; k, 


Fig. 1.57. Rotatia sistemului de coordonate, 


iar în sistemul rotit owyr: 
a — d, i + ay: j' + az» k’. 


Dacă se notează cosinușii directori : 


cos (8, 1) = ep: cos (i^, J) = e; cos (i^, K) — os 


cos (j', i) = X95 cos (J^, J) = 25; cos (j^, k) = O33 


cos (k', i) = a; cos (k', j) = yy; cos (k', k)— as, 
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se poate serle : 


| NES Ae! + Ge, (Uy! + Ag 07 
Az” = yy Ay + Oua Ay + 33 0; Ag = yy (e! + Agy dy 3 


L T = Qs Un” + Aga Uy” + 
= ya ds + oa dy -F Oog a. sau ay 12 22 


: 1 z = 0g Am” + og Ay’ + O gg Az 
Az! = ga dz + ga y + Ugg (e a A dx os : 


1 Hi * 3 » zitie p "v 11 
identificind proiecţiile cu coordonatele, a fiind vectorul de poziţie al punctului 
sau, ide y 


A (z, y, 2): 


1 = OU + XY + Ust T= Ayt + ay + a? 
Y’ = AT + UY + Aggz sau Y = apt” + Ost + AgaZ 
z’ = GaU + Ugo + Ugg? Z = 0431' + Gg + Ugg 


De asemenea, sistemele fiind rectanguiare, consinusii directori sint legaţi prin relaţiile : 


1.9 9 "T 1 
V.S 2 2 p qă e 
a2, + a, + 0% — 1 Hu cr oT d 
2 RSS 
a + az nr ul ai ub + ja = 1 
ur ^w 2 
9 9 9 
2 2 + a2, = We. T aa ţa, cm 1 
2 Lats + «4-1 - E 23 33 
| *n igo dr (egg respectiv 13 


i | = + Car aa + Az ga = 
Xi aa + Oa Oo + 03 Xag = 0 X11 az E Oas Olga F Ua Ogg 


Xia 03 + Ugo Olog + Olga gs = 0 


ai a; T 022 Aga + ag Ugg = 0 


= 0 (s (33 Ag = 0 
aa 931 F Aga Aya H Ugg Ajg = 0 43 033 F Ugg Xog F Ugg Agr 


Deci, din cele 9 valori ale cosinusilor directori, doar 3 sint independente. 
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. GEOMETRIE PLANÁ 


9.1.1. Triunghiul (fig. I. 58): 


a zu B + C = 180*—200?; a + b + c = 2 p (perimetrul). 


Cazuri particulare : 


^ ^ > 
— triunghi isoscel: b — c (sau a = b sau c = a) si în consecinţă B = C (respectiv 

A ^ ^ ^ 
= B sau C = A); 
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t ^ ^ ^ 
— triunghi echilateral: a = b=c şi în consecință A = B = C; 


^ ^ ^ 
— triunghi dreptunghic: A = 90? (sau B = 90°, sau C = 90°). 
Două triunghiuri sînt egale, dacă au respectiv egale: 
— o latură și unghiurile alăturate ; 
— două laturi și unghiul cuprins între ele ; 
— toate cele trei laturi. 


A 


8 7 y 8 y e 


Fig. 1.58. Elementele triunghiului. Fig. L59. Figurá ajutátoare 
y pentru relatia lui Stewart. 


$ AREA. H ig : ; T 
Două triunghiuri sint asemenea, dacă au unghiurile egale si laturile omoloage propor- 
tionale. ` 


Inegalitatea triunghiului : b—c<a<b + c. 1 


^ 
Teorema lui Pitagora : a? = b? + c? (triunghi dreptunghic cu A = 90°). (I. 56) 


^ 


În cazul unui triunghi oarecare, avem relația: a? = b? + c?— 2Be cos A. (I. 57) 


Re. 'alui Stew ~t: ' B3. DC--AC*- BD — AD? - BC = BC. DG. BD (tig. I. 59): 


^ oz Ped 
Ín cazul unui triunghi dreptunghic cu A = 90° si AD .|. BC, se poate scrie: 


AB? = BC. BD; 


AD = BD. DG; AD-BC=AB-AC; AC2= BC.DC. 8 


Dacă se notează înălțimile cu ha, hy, h,, medianele cu ma, My, Me, bisectoarele CU 
Ba, Bo Bo precum si razara cercului înscris si R a cercului circumscris, S fiind 


suprafața, se obţin următoarele relaţii : 
— pentru un triunghi oarecare : 


2 cl A =) PA am r A 
ha = e Vpp— a) (p =)= 0; m= y WE) 7 
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2 TI — S abc 
B, = —— Y bep (p — a); r=—; RS == | 
b+e p AS 
She I—— — I —— bc 
Sd. m Los IN t Vr — a) (p —b) (p — ¢à) = pr = Saia 
2 2 2 AR 


2 sin B sin C 1 , ! 
dx = — be sin A = r?° cotg 


2 sin A 2 2 2 


— pentru un triunghi dreptunghic : 


B C Nou B p 
cotg —cotg —— p? tg — tg —tg — ; 
2 2 2 2 


C 


2 


b+e-—a 8. «od b? cotg A c?tg A a?sin2A . 
Pr x ; R RE S ITAR S EL RE pue (7 > 
2 2 2 2 2 2 
— pentru un triunghi echilateral : 
2h ay3 
a == sau h= aYs. . 


».1.2. Patrulaterul (fig. 1,60): 


Fig. 1.60. Elementele patrulaterului. 


^ ^ ^ ^ 
A+ B+ C 4- D = 360? = 4009; a+ b4c-+d=2p (perimetrul); 
hg + I ha + he D, D,sin 
Si, LESA D, = Ba +h D, = AO (e. 
2 2 2 


= jo — a)(p — b) (p—c)(p—d) — abcd cos E 


MATEMATICI GENERALE SI SPECIALE PENTRU GEODEZI 


Cazuri particulare : 


D, 
D; 


A ad 4- be 


— patrulaterul inscriptibil : D,D, = ac--bd ; - E 
ab + cd 


S =V W- aà (p — b) P — À (p — d) ; 
— trapezul (fig. 1.61): 


— D,D;sin e 


Fig. 1.62. Elementele para- 
lelogramului. 


Fig. 1.61. Elementele trapezului. 


— paralelogramul (fig. I. 62): 


Dı Dasin ge , 


S = añ * : 


ab sin y = 


: >Y D,D; . 
— rombul : a=b=:e =d, p = 90%; = a? sin y = ——=; 
2 
` 3 D? sin q 
—dreptunghiul: a = c; b = d; D, = Da; S cab — : 
9 
: D* 2 
— pătratul : a=b=c=d; D, = Dz; S = @ = — = 2 R* 
2 
AA H 
5.1.3. Poligonul. Dacă se notează cele n laturi cu aj, ap... a, şi cu Aj, ; +; unghiul 
dintre laturile a; $i d; 4.4 (i = 1, ..., n — 1), se poate scrie: 
"m n ^ 
2 Arq = (n0 —2)180; S= MA x a; aj sin Aj,; (izEj). 
i- 


ijj-1 


În cazul poligonului regulat, notind cu R raza cercului circumscris si cu r raza cercului 
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inscris, se obţin: 


(n—2) 180° 


n 


a = 2/ R2 — r? (latura); p0= (unghiul la virf); 


na = 2nR sin q = 2nr tg ọ (perimetrul); 


nar 


n R? sin 29 = nr? tg 9 = 
2 


1 1 
S = — na2 cotg 9 = — 
4 2 


Laturile si suprafeţele unor poligoane regulate înscrise într-un cerc de rază R : 


 3my3 


s = pe 
4 


triunghiul echilateral: a = RV3 ; ; 
4 


— pătratul : a = Ry2 ; A a; 


E R 


a =- 


pentagonul convex : Vio — 2/5 ; 


5c Sis d. 


- decagonul convex : 


LCR =] 


5.1.4. Cercul 


5.1.4.1. Lungimi și suprafeţe. Dacă se notează raza cercului cu R şi diametrul cu D =2R, 
atunci lungimea cercului L = 2rR = xD, iar suprafaţa: 


- segmentul de cerc: 


s? + 20 pis 
3 


cu 
A 


— lungimea arcului: 0,017453 Rn 


— lungimea coardei : 


E n , 
s xb irr die. 
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n s n ý 
— înălțimea arcului: h= 1 cos —|— tg — 2R sin* 8 ( 
2 2 4 4 3 
1 zn RU—s) y i 
— suprafaţa: CA te E cc uini scs R(l—5s) + sh $ 
2 180° 2 Y 


— sectorul de cerc: avind in vedere că unghiul la centru în 
x 


R d 
Tn? b 
o «€ radiani este n = ————-» suprafaţa sectorului de cerc va fi E 
EUN 180° A 
A 


^ 


1 TR? n? 1 - 
Fig. 1.63. Elementele S = — IR = = li nR? = 0,00872 n° R?; 
coroanei circulare, 2 360° 2 d^ 


i x gs : é H — R+r e 
— coroana circulară (fig. I. 63) : dacă 8 este lăţimea coroanei şi e = - » suprafața — 
2 n 


A 
HT : ; ; r(D?— d* 1 
«coroanei circulare va fi: S = NT PU Md odas d = 2798; le 
4 

i 

, e : rn? (R? — r? rn pă 
— porțiunea de coroană circulară: S = ( Ps HUP ng8. A 
360° 180° : 


5.1.4.2. Segmente proporționale. Axa radicală. Se numește putere a unui punct A in — 
raport cu un cere, produsul segmentelor unei secante, considerate de la acest punct, la 
punctele ei de intersecţie cu cercul (fig. I. 64) si va avea semnul + dacă A este exterior $1— -— 


dacă este interior cercului: AB. AB’ = AT? = 0A? — R?, 7 


Fig. 164. Figură ajutătoare pentru definirea — 
puterii unui punct faţă de cerc, 


L ocul geometric al punctelor care au aceeași putere în raport cu două cercuri date sê 


H Y * t t w t e hoi 
numeste axa radicalá a celor douá cercuri si este o dreaptá perpendiculará pe dreaptă Ae 


4 
E 
^n 


5.1.5. Elipsa. Aceasta are suprafaţa totală S = mab (a si b fiind semiaxele elipsei): - 


centrelor. 
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5.2. GEOMETRIE IN SPATIU 


5.2.1. Polledrele. Se numeşte poliedru — un volum mărginit de suprafeţe plane. 


5.9.1.1. Prisma. Aceasta este un poliedru cuprins între două plane paralele care 
intersectează o suprafață prismatică: A 

— prisma dreaptă : dacă se notează cu h — înălţimea prismei, p — perimetrul poligo- 
nului de bază, S, — suprafaţa bazei, S, — suprafața laterală, S; — suprafaţa totală şi 


y — volumul, se poate scrie: 
S.=ph; S=PR+2S; V= Sh; 
— prisma oblică : fie l distanţa dintre centrele de greutate ale bazelor si Q — sectiunea 
perpendiculară pe l; atunci, volumul V = Ql; 
a+b=ce 


Q (a, b, c fiind lungimile muchiilor | 


— prisma oblică triunghiulară: V = 
] 3 | 


paralele, iar Q — secţiunea normală). 


5.2.1.2. Paralelipipedul dreptunghic 
Notind cu a, b, c — muchiile distincte si cu d — diagonala, se obţin relaţiile : 


S, =2(a+b)c; S, = 2 (ab + bc + ca); 


6a? = 2d* ; VW ja. 


— cubul (cu latura a): S, = 4a?; S, 


5.2.1.3. Piramida. Aceasta este un poliedru în care toate feţele — cu excepția uneia | 
— au un virf comun; | 


: BI | 
— piramida dreaptá : Y = oM (B fiind baza si h — înălţimea). | 


5.2.1.4. Trunchiul de piramidă. Dacă B şi b sint baza mare și respectiv baza mică, 


h — inálfimea, iar A si a două laturi omoloage, rezultă : 


h(B + b + V Bb) hB a a 
= a — = —|1+ — t ag 9 
3 3 


9.2.2. Corpurile rotunde | 


599 Y . 

- p Cilindrul. Acesta este suprafata generatá de o dreaptá — generatoare — care | 

se dep aseazá paralel cu o dreaptă dată si este limitată de două plane paralele : 
- cilindrul circular drept (r — raza bazei, h — înălţimea) : 


S; =2rrh; S¿=2rr(r+Hh) V -—mrih; 
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— cilindrul gol (tubul): V = zh(R? — 1?) = zhà(2R — 9) = zxh&(2r + 8) = 2xh8g, — zona sferică (fig. I. 65) : 


i S, = 27Rhy; S, = TQRh + r? + 13); 

unde 5 = R—r = grosimea tubului, iar c — (R + r) = raza medie. 1 
2 r o n 0 

y T € Th (3r + 3r5 + A3) : 


5.2.2.2. Conul. Conul circular drept avind raza bazei — R, înălţimea — h si lungimea 
generatoarei — l: 


Sı =7Rl =nR|R Fk; Si=wWR(l+r); V= 


A 

Eo. Lu H H x H 1 H 2.9 -— 
5.2.2.3. Trunchiul de con (circular drept). Dacă R și r sint respectiv raza bazei mari si = 
USA d. vn i: E A leo DT A. Ne = 

a bazei mici, h — ináltimea si / — lungimea generatoarei l =/(R—r)? + kè, se poate serie ; = 
LJy 


S 


S, en al Ro es A e t Ba 
3 


Fig. L65. Elementele calotei, Fig. 1.66. Elemente- 
zonei si sectorului sferic. le fusului sferic. 


5.2.2.1. Sfera. Aceasta este suprafata generatá prin rotalia unui semicerc in jurul 
diametrului său : 
— sfera plină (de rază R): 


— sectorul sferic (fig. 1.65) 


Sı = 27 Rh (calota) ; S, = TR(2h + r); 


S = Ax R? = TD? = 12,57 R? x 3,142 D? = 4,836 V V? ; 


aces -zR*h z 2,094395 1h; 
y = —L == — x 448879 R? x 0,5236 D? Y 0,094 V57; 
6 


A y R 1 — fusul sferic (fic aa EP m £ a p2 5 
— sfera goală (R—raza exterioară ; r — raza interioară ; D = 2R;d = 2r): Beer ateric (Hg. Toys 9 sa = 0,0349066 R* 2. 


1 ESTE run. 
v 4 zu 13) = — 7 (D? — d?); 9.2.2.5, Elipsoidul (avind semiaxele a, b, O Y 
3 6 
— elipsoidul de rotatie : 
— calota sfericá (fig. I. 65): 


— faţă de 


4 
5 i axa 2a: V= = : ab* ; 
S, = 2r Rh-—mn(r? + hê); S, = HQRh + r?) = z (I? + 272); "a 3 Tt 


— față de axa 2b: y 


ll 


1 
zh(3r? + h?) = -x hk? (3R — h); 
3 
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5.2.2.6. Paraboloidul de rotaţie (cu raza bazei R şi înălţimea h): 


| Cadranul 
Funcţia —— ——À 
II 


1 
V = — n R?h—1,570796 R2n. 
2 


sin x = MN 
5.2.2.7. Paraboloidul trunchiat (avind razele bazelor R si r): 


1 tg a=AT "m AD M: Y 
yos * T(R? + r2)h. cotg «= BS 2t w TR A 
5.2. i i 7: i « - -=0T T d -= + 
5.2.2.8. Torul (inelul), (fig. I. 67): EL | sec q pe tm 
; r a z* Dd? 1 
S, sån? Rr = r2Dd ; V = 2? Rr? = | cosec a= — = 05 E "s em, să 
4 | sin « 


6.1.2. Unităţile de măsură pentru unghiuri si arce. Relaţii între ele. Dacă se notează 
cu N° și N? numărul de grade sexagesimale și respectiv centesimale ale unui unghi, iar 


Fig. 1.67. Elementele torului. 
cu N, numărul de radiani corespunzător aceluiași unghi, se obţine relaţia : 


N° Ne N, 
== = LJ YE A 8 
180° 2008 = PN 
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Astfel, rezultă : 


6.1. TRIGONOMETRIE PLANĂ 1° = 1,111...? = 0,01745329 rad. 


19 = 60,9 — 0,01570796 rad. (1.59) 
1 rad. = 57,29578? = 63,661997 


6.1.1. Definirea functiilor trigonometrice (fig. I. 68). Semnele în cele 4 cadrane: 


0.1.3. Valorile funetiilor trigonometrlee ale citorva arce 


Unghiul 


Fig. 1.68. Figură ajutătoare pentru 
definirea funcţiilor trigonometrice, 
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(continuare) 


n _ _ _ _EE_-  -- >  __ __ _—— ___ ____ o 
| 


Unghiul sin cos tg | cotg 
| | | 
a ni A a aa MA 
Mir. E ya ya 1 [si 4 
4 2 | 2 | 
| | > | x + E 
fa | 4 
60° = ys 3 
2 P Sh, Mee | | t z 
12 = Vio+a/s | | | 
4 | al | | 
750 = SI V6 + V2 2+/3 | 215 
12d 4 i. | - K 
T -- 00 0 
90 = —- 1 0 Is | 
is: 2 --— = = a: ES — 
6.1.4. Valorile funcțiilor trigonometrice in cele 4 cadrane 


a 


Funcţia +a T ha | zia | = 

| 
n n | . | 
sin + sin a + cos «x | F sin a — COS % 
cos + cos a F sin « | — 008: « + sin & 
tg + tga F cotg a | tg « + cotg x 
cotg + cotg o F tg o | cotg «x F tg a 
sec + Sec æ F cosec « | sec x + cosec «X 
cosec + cosec « + sec a cosec x — sec x 


q adi dh. roo ROA A | 
Pentru valorile corespunzătoare arcelor (2k m + a) este valabilă a doua coloană, iar 
pentru (2k + 1) m + « este valabilă cea de a patra. 
6.1.5. Identitáti trigonometrice : 


— fundamentale : 


sintio. + costa = 13 tg o= colg 4 —; (L 60) 
sin a 
— deduse (din cele fundamentale) : 
1 1 
tga cotg a= 1; 1+tga=——35 1+ cotg? « — ——; 
cos? x sin? x 


— functiile trigonometrice exprimate unele prin celelalte : 


TRIGONOMETRIE PLANA 


SI SFERICA 


= TI m 
| | 8|! 
FIL 8 3 
3 arlo e e O |la 3 
"+ uw o 2|2 “ile 9 9|9 o 
y o ovo o 2 nio Ey 
g AEA |2|9 [2 a S 18 p] 
À : S Eik LS NE] (S S 
o pu (= = 
-H -H -H + 
AN wh pa Tn 
| | | 
3 1 | | 3 
3 |3 E: ls 3 3 
M o | uem -lla olla 
M “|o =| 8 o Ie $ ol 
& 5|? = 2 o % a || o 
a E e EZ ING $ KZ 
c = ab "s 
-H 4 ii 
E E 3 3 
to To ^to “on 
> 3 || 3 ¡3 3 +*|3 = 
$ = || eo | S 9|. e 
e o P o tb t0 © | 50 = 
> et ei-4- - = > | aia 1 
9 ol ' o o "| | 1 
o = ln o 3 lm |5 — 
f T. = = a a 
- - H H -H 
s 13 E 3; 
Ha 1] e | 
E "EIL to to | 
Š 1 NI S la > EJE 
to | + | to 
x > |! to m | eo ki? IBS 
ais 2 A T n m 
Sa 
= Aa = ¡a 
H -H H 
x 
è 
D xi | 3 3 
4 8 o 3 8 S iil $ 3 Q 
a 1 a Ofn we Ls m|| > 
E E 1118 SI! FLNS | 
m i -= I= ¡9 - 
== = == = 
i H H 4 
3 | 
5 E 8 | js 
| =] e a e 
a Y i si la "2E: lec 
uv. | ors ho] llo 3 
£ = | e | u | an = — pa E 
x = | &| | ppp ul Ni 
a la Sl le | le T 
= um = = 
-H Hn -H H 
| —— 
3 
Ga 
i £ 3 
1 è 3 3 3 3 9 
B & 2 to m 9 a 
ha [7] 3 = 3 5 3 
+ E 


: X e 
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6.1.6. Teoremele sumei: 


; . P DARET A G Y M BE + / ET = 
sin (248) = sin « cos B + cosa sin B | P— emm oi V1 + sin x F 1 — sin a 
9 2 
cos (x + B) = cos « cos B F sin a sin B 
Se a [1 + cos x + V1 + sin a + Vi = sin a 
tgx--tgp. ; cotg « cotg B + 1 as y — == E — 
tg (wu p)Es A cota (ap) => ae P a 4 2 2 
1-Frtgetgp cotg B + cotg au a 
ES 4 EV. 
E o 1 — cos «x sin «x 1 — cosx — 14/11 + tg? a 
si generalizind : Di. REM pari roy ccr e ter cor AT: S and 
"2 1 cos «x 1 + cos a sin « tg « 
/ n 
p Y) ai = cos % COS Aa... cos a, (Py — Ps + pg— ...) * [1 + cos x sin x 1 + cos a 1 
es cotg : | ———— mm ——— = - A pi — 
| am | 1 — cos a 1 — cos « sin x cotg a --l/1—cotg? a 
| n d 
. lat. “A VE a TE 
[cos y &j = COS y COS X3... COS Ap (1 — Pa + p, — ...) sin 2a = 2sin g cos x = + 2 sin « V1—sin? æ = + 2 cos a |/1—cos? a 
"e a cos 2 « = costa — sin? « = 2 costa — 1 = 1-2 sin? a 
unde: py = tg 9, 1g &s...tg oy +18 aa tg os... tg Op hs. cotg? a —1 
"17 FT E 6 tg 2 a colg 20 = —— 
6.1.7. Formuiele de transiormare a produselor de funcții trigonometrice in sume : 1 2 cotg a 
B) " sin : 3 sin a cos? x — sin? x = 3 sin x — 4 sin? g 
: x cos (x—ß) — cos (x+ B) ; i 
sin « sin B = E | cos 3 a = cos? x — 3 cos a sin? x = 4 cos? a — 3 cos x 
2 
- 3tga—tga. cotg? a—3cotg x 
(a + B) 4 ( 6) ig3a- —— ————5; cotg3 a = > 
cos (x + B) + cos (« — B 1—3 tg? 3 cotg? a — 1 
cos x cos B= 3i dudo eati Sd um v. 6018 
" 3 
> si in general : 
3 sin (x + B) + sin (x — B) | sin na = Cl sin a cos”=1 y — C3 sin? a cos"—? q + C5 sin? æ cost... 
sin « cos B= == — —— : 2 
2 | cos na — cos" x — C? sin *x cos”72 a-l CA sint a cos*-* a... 
Bota, E cotg « + cotg f 6.1.9. Formulele de transformare a sumelor de funetii trigonometrice in produse : 
tg « tg B = —— —— ——— 3 cotg « cotg B = CN Donde DU t 
cotg a + cotg B tga+tgp ! 
J : | sin « -- sin 8 =: 
şi generalizind : | 
is 2k (—1)* " 1 P 12 a » COS € + cos B = 
sin ?Fg = -——— [cos 2k a— C}, cos (2k —2) a + C$, cos (k—4) a—...] 1 D 
92k—1 5 2i 
E 
(ED : ə = i cos a os B 
sin +1 g =- [sin (2k + 1) a — Ch, ;, Sin(2k—1) æ 4- C2, , sin(2k—3) x—. -ai cos E 
22b 2k+1 2k+1 
i 
| 


sin (B + a) 


1 E a tg aee. a . 1 A 
208” a = C1 —%) a + C2 ; - 4- » E pum 2 cotg wx. cotg B 2 3 
cos” a = emm [cos n « 4 CE cos (n—2) « + C? cos (n—4) a E cos a cos B , sin a sin B 
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si din acestea se deduc; 


sin « + sin B : sin æ + sin B _ tg «-4- pB 


sin x — sin f i e cos a + cos f 2 


sin x — sin p. ia «— Bs tgak te _ sin («+ p) 


3 = 


cos a + cos B 2 tg «Tr tg sin (a F B) 
2 
tg a + cotg a =- a tg a — cotgx = — 2cotg 20% 
sin 2 x 


6.1.10. Operatii trigonometrice asupra funetiilor inverse : 


jS ECT r 
sin (arcsin x) = x; sin (arccos x) =/1—a?; sin (arctg 1) = frs 
tpr? 
sin (arccotg x) = ——— 
f14z 
cos (arcsin 2) = y1 — a?; cos (arccos i) = x; cos (arctg x) = "ww 
/1 | a 
T 
cos (arccotg x) = ——— 
Via 
5 z Via 
tg (arcsin x) = ————; tg (arccos x) = tg (arctg x) =x 
Vi—z? x 
1 
tg (arccotg 1) = — 
T 
no E a. ! 
cotg (arcsin x) = ——— ; cotg (arccos 1) = , cotg (arctg x) = — 
x Vi—a2 E 


cotg (arccotg x) = x 
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¡ETE 
arcsin x=arccos | 1— 2?, 


arccos 1 


arcig x 


arccotg x — 


arctg 


x 
Vi-a22 
Viza 


6.1.11. Relații între funetiile inverse : 


pentru ze [0, + 1] si = — arccos]/1— a, 
pentru ze [—1,0] 


s pentru x €(—1, + 1) 


arccotg ———— y 


r 


P : (Ia? 
pentru xe (0, + 1] si = arccotg —-— — rr, 


Y 


pentru z € [—1, 0) 


arcsin |1 — a?, pentru z&[0, + 1] si = x — arcsinj 1 — ză, 


/1— z 


arctg  — 
z 


x 
= arccotg —— 


Via 


2 


Li 


arcsin === 


+ 


pentru re [—1, 0] 


Cure CAFE pe 
pentru x € (0, +1] si = + arctg , 
x 
pentru ze [—1, 0) 
s pentru x € (—1, + 1) 
pentru x &(— oo, + 00) 
pentru x E[0, + œ) si — — arccos , 
Via 
pentru x e (— œ, 0] 
i 1 
pentru xv €(0, + co)și = arccotg —— — T, 
z 
pentru x &(— oo, 0) 
pentru x € (0, + 0) si = x — arcsin [i 
1+x2 


pentru x € ( — œ, 0) 
A 1 
pentru x € (0, + 00) $i = zx + arctg —» 
g 


pentru x € (— œ, 0) 
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6.1.13. Definirea iunetiilor hiperbolice. Se consideră hiperbola echilaterá a? — y? = 1 


j 2 F : 
6.1.12, Formule de adunare : E púoctal Mz, y) astfel încît suprafața curbilinie 


A 
lesa, Ih ane T à fie egală cu — (fig. I. 69). 
arcsin x + arcsin y = arcsin (x 1 — y? + y] 1— 33), pentru a? + y? < AM să fie egală en 2 iii ? 


1 sau xy «o 


= +7 — arcsin (a VI — y2+ yl1—2a? ) pentru a? + y* Se definesc : 


e 
MN sh z = — 


i r0 0, respectiv t< - 
şi a y , respectiv r< 0, y<0 shx= MI z 


arcsin x — arcsin y = arcsin (x l1 — y2 — yy 1— 22), pentru q? + y? <1 sau xy 2» 


x — arcsin (v YT- y*— y l1 = ad, pentru q? + y?>1 


avind expresiile 


și v 0,y < 0, respectiv x<0,y> 0 th x AT<1' 


arccos x -+ arccos y = arccos (ry —|1 — a?]|/1—g?), pentru xz +y>0 


" : e 
coth z = BS cothr = — — Fig. L69. Figură ajutătoare pen- 


= 2x — arccos (xy — Vi —a? i — y?), pentru x + y < 0 tru definirea functiilor hiperbolice. 


arccos x — arccos y = F arccos (xy Y Via? pus y?), pentru x >y, respectiv z <4 6.1.14, Inversele funetiilor hiperboliee (in domeniul valorilor reale): 
argsh x = n (x + Va2+1) 
+ y 
arctg x= + arctg y = arctg — ——-s, pentru 2y<1 argch x = + Ri Va 
g g osos: argch x = + In (x + Va2—1) 


1 1+x 
, argth xr = ——1n — 
x+y . J : Ă 2 1— r 
= 3 7 + arctg - p pentru zy» 1 si z> 0, respectiv x <0 
1 — xy 
6.1.15, Relaţii între funefiile hiperbolice : 
r—y — argument real: [ch? x — sh? gx = 1; chx + sh =e; chr—shz-—e-? 
arctg x — arctg y = arctg ——— entru xy > — 1 
di da dia 1+ xy iagat pes sh (x + B) =sh «ch f + chash f 
ch (x + B) =ch «ch Bsh «sh f 
RT, th æ + th 
= m + arctg E „pentru zy <—1six>0, q th (x + B) = ———— B 
1 + xy 1--th«thf 
: ap a T 
respectiv z<0 - E sh a +shB= 2sh — S ch- n 


De asemenea, se pot scrie relatiile : b 
ch B =2 ch 


f T 
; arctg x + arccotg x = TH ch B = 2 sh 


arcsin x + arccos x = Be 
2 
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— argument complex z= x + iy): 


[sh z = sh a cos y + ich a sin y 
Veh z = ch x cos y + ish z sin y 


6.1.16, Relații între funetiile trigonometrice, hiperbolice si exponentiale 


(in domeniul complex): 


T cit — e- shir SM. - y 
sin x = £2: ———— 3 sin ir—ishzrz 
2i i 
ei? | e—i* 
cos Y —— = ch ix; cos ir — ch x 
2 f 
J 
Lh ix E > 
tg x = i; tgir=ithzx 
i 
coth z , s : 
cotg x = — ————5, cotg ix —icoth x 


sin (1+¿y) = sin r chy + i cos x sh y 


cos (r--iy) = cos zehy — i sin x shy 
sin2r--ish2y sin 22 +ish2y 
2 (cos? x + sh? y) cos 2 x + ch2y 


tg (x+iy) = 


sin 2x — i sh 2y 
2 (sin? x + sh? y) 


sin 2x — i sh 2y j 


cotg(x+iy)= 


cos 2x — ch 2y 


Dacă: z = x + iy = |z|(cos 9 


I 


- isin e) = |z] ei?, atunci In z = In|z| + ig (—r <ọ <7) 


in 3in 


avind valorile: 1n 1—0; In(—1)=iz; lni— ; In (-i) — 
2 2 [ 


arcsin z = i argshiz — — iln (iz + yi-z) 


arccos z = — i argchz = + iln (z + iyi — z?) 


1 
arctg z= — i argth iz = ——1n —— 


A FPÉrÉ0 
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h i t In ux 
z—it 2 == 
arccolg z — i argcoth i ai ars 
arcsin ix = i argsh x =i ln(x + yi + x?) 


arccos ix = — i argch ix = — + In (2 + Vi — a, pentru xe [—1, + 1] 


i i t od wl. si 
arctig ir = iargth x = 3 In - aum » pentru ze [—1, +1] 
i +1 1 
arccolg ix— —i argcoth x = — P i > pentru ze(—o%, —1]U[+1,+ 0), 
g ACE 


6.1.17, Relatii in triunghiurile plane 


— relații între laturile si unghiurile unui triunghi (fig.1.70) : A 
a b c 
— = = 5 c 
sin A sin B sin C b 
a = b cos C + c cos B; a? — b? 4 c? — 2 be cos A B e 


a 


Fig. 1.70. Elementele tri- 
unghiului plan. 


= € cos A+ a cos C; b? = c? + a? — 2ca cos B 


a 


e=acos B+ b cos A; c? = a? + b? — 2ab cos C 


A+B A—B AB 
tg cos —— sm $ 
a+b E 2 a+b A A 
a—b A — B c ET Grm c C 
tg ——— sin — cos — 
2 2 E 


— identități condiționate (A+ B+ G — T): 


sin A = sin (B + C); cos A — — cos (B + C); tg A = — tg (B + C) 
A E A B 

sin = cos —— ; HE = sin Br ; tg— = cotg is 
2 2 2 2 p 


si Da do "Bi me 
"n A+ sin B--sin C —4 cos — "sadi dedo 
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: A Au rg o Den 
sin A + sin B —sin C —4 sin 3 sin 2 cos USC = R (sin A + sin B + sin C) 
On DPA DE AT ^ ot 
cos A + cos B + cos C = 4 sin — sin Ps sin T nui E oL sin  XSNRE Cu MIR] 
a / 4 cos — cos 
>. 
A B C 
cos A + cos B — cos C = 4 cos — cos-— sin — — 1 
2 2 2 
tg A + tg B--tg C— tgA tg Btg C 
[(p—a) (p—b) (p—ó A B E 
sin 24 + sin 2B + sin 2C = 4 sin A sin B sin C = | iem ) G iT 4R sin - sin — sin — 
p 2 2 a 
cos 2A + cos 2B + cos 2G = — 4 cos A cos B cos C—1 


AO TCR AN 
csin B = dinu ain BO O O Ip (po 


sin? A + sin? B + sin? C = 2 (cos A cos B cos C + 1) 


sin? A + sin? B — sin? C = 2 sin A sin B cos C p E o e sim 


BG 


cos? A + cos? B + cos? C — 1 — 2 cos A cos B cos C Macs 
M * 3 9 
Sin ATcos B cos C -- sin B cos C cos A + sinC cos A cos B — sin A sin B sin G 


à 3 .1.18, Rezolvarea triu ee d des 
" B C rote B.C YA guta iai B 25 olvarea triunghiurilor dreptunghiee (s= =i 
sin —— Sin — cos » 7 sin cosy sin a cos -sin -sin-- — cos cos -— COS z 


Se determiná 


A - B t B i -4 : ^ A 1 
tg A tg A. tg tg - LS T LUE | z 
8, dieto de B pm P As z—— A s -acotg / 


— alte relaţii : dacă se notează cu p — semiperimetrul, R — raza cercului circumscris, - 
r — raza cercului înscris, precum și Ra; hp, h,— înălțimile, ma, my, m,— medianele, las lps le 
— lungimile bisectoarelor si S — suprafaţa triunghiului, se pot scrie relaţiile : 


UY (p—bXp—o). A pp—2a), A (p — bXp— ò 
sin == T » cos == - y dg—-— Dea LA 
2 bc 2 bc 2 p(p — a) 


ab , be r7; NN A sin B sin C b?sin A sin C 
S'- sin C = — sin A —-———sin B = — 
2 2 2 2 sin A 2 sin B 
a : . S : AA 
c? sin A sin B e T sic E aresin — ; 


R = Vp(p—a) (p=0) (p— c) 
2 sin C 
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6.1.19, Rezolvarea triunghiurilor oarecare : 


e po... 
2 p(p—c) 


Se dau Se determiná 
"us e A, EA E d 
Â Byla ¡O E (à--8); ju ce E, o = 45i (A 
sin A sin A 
A A A A A ` 3 1 
B,Csia ¡E e EA Me PP DE rp pia A NN 
sin (B + C) sin (B + C) 
pi : A "m A 
a, b si A En D. om TALI i. De M VETT . &sinC 
a sin A 
b— os C ^ ^ ^ T x 
a, b si C "PE esci VEM e O E 
a sin C sin A 
E! (p—b) (p—0) . B '(p—a) (p—e) . 
a, b sic ig — = TAR » LE , 
2 p(p—a) 2 p(p —b) 


6.2. TRIGONOMETRIE SFERICĂ 
6.2.1. Triunghiul sferie 


Triunghiul sferic este figura formatá de 3 arce de cerc mare (fig. I.71). Un triunghi 
sferic poate fi definit cu ajutorul a 3 dintre cele 6 


elemente: a, b, c, « 


:o ce 


cosxsin  f = sinycosa 
cotg a sin b = sin Y cotg« 


sin a sin b __ sin c 
sin « sin B sin y 
cos a — cos b cosc 
cos & = 


sinc cos « = cosa sin b 


Fig. 1.71. Elementele triun- cotg «sin B = sinc cotg a 


ghiului sferic. 


6.2.2, Relaţii între elementele tringhiului sferic : 


sin b sinc cos x 
— cos B cos y + sin B sin y cos 4 
— sina cos b cos Y 


sin a cos B cos € 


+ cos Y cos b 
— cosc cos B 


(7.61) 


3 a ld Y E a+b+e : 
n Dacă se notează o= ml A și s ze Yi se obţin: 
2 
y > 
Meo sir — in (s— i in (s— 
Ets sin (s—b) sin ( ©). as d sins sin(s—a) 
| 2 sin b sin c 2 sin b sin c 
= a En LE z E XUI: 
Shed / cosa cos(c 2. tg a _ sin (s — b) sin (s—c). 
2 sin B sin y 2 sins sin (s—a) 
f 
i Excesul sferic : e = +B+y—w se poate determina cu relaţiile : 
Ü 
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(formulele lui Néper) (1.62) 


(formulele lui Delambre) (1.63) 


a b 
cotg — cotg — +cos Y 
2 2 


t E sc, EEE 2 
si- |u a te tg ul "ER 
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Suprafața S a triunghiului sferic este S = eR?. 

1 " ^ AN" 4 T 

6.2.3. Rezolvarea triunghiurilor sierice dreptunghice | y = —]|: 
s% 


Se determină 


, tga tg b 
a sib cosc = cosa cosb; tga = —— : tg B- = — 
sin b sina 
cos c > sina * tga 
a sic cos b— —— . sin a z > 08 B —— 
cos à sinc tgc 
| 
| 
b sic | cose. tgb sin b 
5 COSA p. cosa ===: sinB-—-— 
cos b tg c sin c 
| 
| 
` | tga sina cos X 
asia sin b= == + sin c = ro Sit B = ~ 
tg a sin g cosa 
| 
| i tga i 
a si B tg b = sina tg; tgc = ————; cos 4 — cos a sin f£ 
| cos B 
| 
| tgb, 3 l 
b şi & tga sin b tga; tgc ——5 cos D — cos b sin a 
cos x 
| 
4 V tgb. " gini. as cos B 
b sif sin a = ——; sin c = ———, sina= — 
tg B sin f cos b 
c şi a sina = sinc sin x; tgb tgc cosa; cotg B = cose tga 
e si"p | tga — tge cos B; sin b sinc sin B; cotga = cosc tg B 
| [e 
i | cos X, cos [5 
a si p | cosa ; cos b = : cos c = cotg x colg f 
sin B sin a 
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6.2.4, Rezolvarea triunghiurilor serice oarecare : 


A A AI MRS Ca TR O E i 
Se determiná 


pis 


S in(s — a) sin(s — e) 


| a ELS — b) sin(s — c) r B 
—— — — g = 


E 
| 
Il 


e ^ : , p 5 
| 2 sin s sin(s — a) 2 sin s sin(s — b) | 
" Y | sin(s — a)sin(s — b) 
g— = | —— Rf A. 3:0 0E 
2 | sin s sin(s — c) 


: a+b. s.p. Sinb sing | 
a, bgi a tg— = — ESAE 573 sinf= - - | 
2 ut a—p 2 sin a | 
2 
a— b | 
cos - 
Y 2 æ+ B | 
tg- -== . cotg SEI i | 
| 2 a=b 2 | 
| cos — | 
| 2 | 
| 
| 
Av b . a—b 
| COS — sin ER 
n 9 9 
& d- p ^ Y a —"B á , 
a, bsi y tg ——= == - + colg-—; tg —— : cotg — 
? TIR 2 a+b 2 9 a 
z E zt: a z ab 2 
| cos — sin | 
2 2 | 
2 | 
| " [a 
| oL - Ij a — 5 ef UTE >: 
de unde: a = ~ EF P p= CMT La i | 
2 2 2 2 
wc o. B 
sin * cos — d 
9 € 
ec ^ a— b 2 (t b 
ig = tg — =- — " ig Ex 
2 E 2 x—f 2 
sin cos -— 
2 2 
| a—b 
| COS ---—— 
| s inf 2 | 
pă sin asing Y = «+8 | 
a, x și B | sin b— — >; tg — = — SI. cotg — B | 
| sing 2 a+b 2 | 
cos — —— 
2 


| l ; 
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HU 5 | 
(continuarey 7.1.2.2. In spațiu: (21, Ta, Vz, V4) definite prin relaţiile : ll 
Bá —————— mpg iem | 
Se dau Se determiná x Tı y: Za y z= = (2,50). | 
said a EN WEAPON REC Sa NEM eta oo E^ Ta T, f) 
ge ^f — coso cos(c — y) | | 
2 cos(c — x) cos(c — B) | | | 
1 | 
— B 
cos 4 —! sin LUE . 
a+b 2 c a— b 2 c ——— 4M(x4) 
æ, Bsic tg — = A “i = tg— yes. 
2 a+p 2 2 MM O | 
cos sin ———- | 
2 2 M | 
Ü «x | 
s è a+b a—b, a+b a— b | k 
de unde : a — pi 1 b "yer der tl Fig. 1.72. Sistemul rectan- 
e e e = gular plan. 
3 +b a+b 
sin ———— cos - | 
A 2 SNC 2 zs L 
cotg Y = "at A ctg St B : AN 
. a—b 2 a—b 2 4 
sin - cos d | 
2 2 r | 
d | 
— cos o cos(c — x) b — cos c cos(c — i | 
a, Bşiy tel — gin - Si | 
2 | cos(c — B)cos(o — y) 2 cos(c — a)cos(5 — y) 
té e __]/— cos o cos(c — y) fi 
2 cos(c — æ) cos(c — B) ` 
e i IP QNA 1 Hr y NC d spatial, spatial. 


7. GEOMETRIE AN ALITIC Ă cp ANÁ SI ÎN SPATIU 7.1.3. Coordonate polare (r-raza vectoare, 0- unghiul polar), (fig. I. 76): 


Fig. 1.74. Sistemul rectangular Fig. 1.75. Sistemul oblic | 
Relații între coordonatele carteziene și coordonatele polare : | 


7.1. SISTEME DE COORDONATE 


4 wm Kd Vez +y? 
7.1.1. Coordonate carteziene (fig. I. 72, I. 73, I. 74 si I. 75) " 


7.1.2. Coordonate earteziene omogene ! Y = rsin0 |g0= 


7.1.2.1. În plan: (215 Ta, Tg) definite cu ajutorul relaţiilor : 


z > 
A ESP a Ls A (2,4 0). 
E ms 


Fig. 1.76. Coordonate polare. 
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7.1.4. Coordonate sferice (r-raza vectoare, 0-colatitudinea si o), (fig. I. 77). — translație si rotație : 


Relatii intre coordonatele carteziene si coordonatele sferice : 


fa = To + Y cos æ — y” sin a 


(1.66) 


a=r sin 0 coso fr | —Jla*- ly = yg + a" sin a + y” cos Y 
gersin0.5n9]cos50—5—— ———— V ME —— ^^^ 
— translație : 
y T= + Y 
z—r cos 0 tg 9 —-—- 
x 


y — Jo t y' 


iz 
7.1.5. Coordonate cilindrice (r;, q, z), (fig. 1.77): — rotație : 


1 


T = My, T + Qs U + Mg 7 


, ^04 


— == ai E z' 
==r,cos ọ (1 =x F e e E 
(Z = 034 €' + Ag Y” + Ay z’ 
l 
(y =r sin of tg: =2 
Xx 
Fig. 179. Schimbarea sistemului de referintá 
$=% 2=E | A in spaţiu. 
unde cei 9 cosinuşi directori verifică relaţiile de ortogonalitate : 
3 1 pentru j = k 
m Y ajjüjk = godes d; 
7.2, TRANSFORMĂRI DE COORDONATE PRIN SCHIMBAREA SISTEMULUI | îi 0 pentru j£ & 
DE REFERINTA : E 
ȘI se pot exprima în funcţie de unghiurile lui Euler (o, Y, 0): 
7.2.1. Transformüri de coordonate in plan (fig. 1,78) 3 
4, = COS ọ cos y — sin 9 sin cos 0 
— translație : 
da = Sin ọ cos Y + cos 9 sin y cos O 
z= tot T 
Faa = sin Y sin 0 
y = Yo + Y 
— rotație: = — cos o sin y — sin o cos jj cos O 
{x = x cos x — y' sin & i a» = — sin ọ sin Y + cos o cos y cos O 
J . 
ly = x’ sin x + y” cos « | 32 = cos d sin 0 


= sin ọ sin O 


; i = — cos ọ sin 0 
Fig. 1.78. Schimbarea sistemului de 9 


referintá in plan. sa = cos 6 
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— translație și rotație : 


x = Lo + dX + diy + dise 


Y = Yo + dg t' + dos + aag?’ (1.68) 
z = Zo + At’ + agy’ + azaz 
7.3. DISTANȚA DINTRE DOUĂ PUNCTE: 
— în plan: 
M(254,91); M(45,95) ; d = VG, — Ya) 24 (Yı — Ya) 5 (1.69) 


— în spaţiu: 


My, Jy, 2) 5 MA Lo, Yos 22) 3d = VG, — 22)? + (Y, — 99)* 4 wor £^ (1.70) 


7.4. 


SUPRAFATA UNUI POLIGON PLAN SI VOLUMUL UNUI POLIEDRU: 


Pentru un triunghi format de: Mj (25, yj); Ms(zs, Y2); M(t; Yo): 


1 1 1 

y 1 

S= a Tq T (1.71) 
Ui Us H 


În cazul unui poligon cu n laturi, suprafata se obţine insumind suprafeţele celor 
(n— 2) triunghiuri în care se poate descompune. 

Suprafața unui triunghi în spaţiu [format de punctele M, (z4, yj, 21), Maltos Ug, Za 
Msg (x3, ya, Za)] se calculează tinind seama că pătratul acestei arii este egal cu suma pă- 
tratelor suprafețelor proiectiilor pe cele 3 plane (xOy, yOz, z02) : 


1 Fm i 1 ¡2 1 1 1 |2 1 1 1 |2 
yo > UL a ode A Ya Vall AZ rA (1.72) 
Jı Ya Y Za Za 2 | | Da Ta Tg 


Volumul tetraedrului avind ca virfuri Mj(z,, yi, 21), Maltz, Jo. Za), Malta, ya» Za 
M4(x,, Ya, 24) se calculează astfel: 


Mr z £.) 
i x 97 us Us — Ui Zara || a A za d] 
r 2 J2 | 
V = M, — e Ya — 1 z= 4 |-—— | (1.73) 
31 3 1 Ya — Yı 3 1 | PI PE RT E A 1 | 
a > y Ya — Yi 244—242, | PL: A tesa 
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Volumul unui poliedru oarecare se obține insumind tetraedrele corespunzătoare, in 
care acesta se poate descompune. | 
Conditia de coliniaritate a 3 puncte si de coplanaritate a 4 puncte rezultă punind: 


S — 0 si respectiv V —0. | 


7.5, ÎMPĂRȚIREA UNUI SEGMENT DE DREAPTĂ ÎNTR-UN RAPORT DAT 


M(z, y, 2); 


Mt, Yis 2); Malts Us £73); 


Ti — ktg. 


Ey - Vu E. (1.74) | 
1—kXk 


+ dim P aco pine | 


1—k 


d 


Pentru k = —1 se obţin coordonatele mijlocului segmentului M, Ma. 


7.6. PLANUL 


7.6.1, Diverse forme ale ecuaţiei planului 


— ecuaţia generală (implicită): Ar By+Cz+D=0; 


- ecuația in coordonate omogene: Az, + Bx, + Cz, + Dx, — 0; 


— ecuatia redusá (explicitá) : z-mz--ny-dp, | 


unde : 


— ecuația planelor ce trec prin Mo (Zo, Yo» Zo) : 
A(r— 29) + B(y—yo) + C(z = z) =0; 
— ecuatia planelor perpendiculare pe o direcţie dată (l, m, n) : 


lz + my + nz— p=0; 


, — ecuația planului ce trece printr-un punct Molto, yg, Zo) și este perpendicular pe o 
direcţie dată (L m, n): 


l(x — xo) + MY — Yo) + n(z— z) = 0; 
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— ecuatia planului determinat de douá drepte concurente : 
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(se ia + sau — după cum D este negativ sau pozitiv); 


s= Ll le 


— ecuaţia planului determinat de două drepte paralele : 
DW y (X ta 
U—=Y1 y—y, m 


— ecuatia planului determinat de 3 puncte: 


ps y z 1 £—23, Y-M Z — 
b: de y z 1 
PEENI e M —0su|lz—z y—y, 2-2%|=0; 
qo ER xS UT ï į y 
Y Ya y 1 [x UN 
— ecuatia planului prin táieturi (fig. I. 80) : - 
Y z 
3. 8. cetera de xe 
b c 
unde : 
D D D 
=; Dan === c= ——; 
A B C 


Fig. L80. Reprezentarea planului prin táieturi. 


— ecuaţia normală a planului: az + by + cz — p — 0 unde a, b, c sint cosinusii 
directori ai normalei la plan, iar p — distanta de la origine la plan; trecerea de la ecuatia 
generalá la cea normalá : 


Ax + By+C2+0D 
+Vå24 B24 0? 


— forme particulare : 


— plan care trece prin O: Ax + By + Cz = 0; 


— plan paralel respectiv cu Ox, Oy, Oz: 


Ar--Cz--D-—0; Ar+ By+D=0; 


— plan care trece respectiv prin Ox, Oy, Oz: 


By+Cz=0; Ax + Cz= 0; 


7.6.2. Pozițiile relative a două sau mai multe plane : 


P; = Aix + Biy + Ciz + Dj = 0. 


Două plane sint : 


AS BE; 


— secante, dacá determinantii matricei | nu sint toti nuli; 


A, B} Ca 


AL 
Pe Me 


paralele, dacá : 


confundate, dacă : 


Trei 


plane: 


— au un punct comun (la distanţă finită), dacă: 


x 


| 


Tm sînt paralele, dacă A = 0, fără ca ceilalţi determinanti (formati cu Dj) sá fie toţi 
nuli; 
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——————É 


— au o dreaptă comună (la distanţă finită), dacă A = A, = A, = A,, fără ca toti - 


determinantii de ordinul al doilea sá fie nuli ; 
— sint confundate, dacă toti determinantii de ordinul al doilea sint nuli. 


7.6.3. Fasciculul de plane. Acesta este multimea plarelor cie £u o dreaptă comună 
(axa fasciculului), iar ecuaţia fasciculului se determină cu ajutorul a două pline de bază; 
P, + XP, — O0. 

7.6.4. Stea de plane. Aceasta este multimea planelor care trec printr-un punct fix 


Molto: Yo» Zo) şi are ecuaţia: A(x — xo) + B(y — Yo) + C(z — zy) = 0. 
Dacă punctul fix este dat ca intersecţie a 3 plane, ecuaţia este : 


MP1 + MPa + 44P4—0. 


” 


7.6.5, Unghiul a douá plane si planul biseetor : 


A4. 4- BiB: A CIC, 
VA3 + B+C? 


COS V= === = 
V43 + B3 4- C3 


V(A,B, — A,B)? + (B,C — B,C))* + (6,45 — C43? 


sin v = CE AE 5 E 2M 
VA + B} +C} VA3+ B2+ 3 


sau, corespunzător formei normale a planelor : 


- agb)? + (bye — bue) * + (0,47 — Ca) 3e 


cos D = a4, + biba + Cuca; sin v = (a,b, 


De aici rezultá : 
— conditia de paralelism : WD eme 


— conditia de ortogonalitate: AA, + B4B, + C,C, = 0. 


Ecuatiile planelor bisectoare sint : 


+ 
> 


Ax + Bay + Caz 


Ax + Bıy + Cz +D, | 
VA} + Eu 


VFB 


2 =0, 


forma normală : 
(az + by, + e4z — Py) + (Got + bay + caz — Pa) = 0. 


sau, pentru 


7.6.6. Distanţa de la un punct Mo(Zo, Yo» Zo) la un plan Az + By + Cz + D —0: 


Axo + By, + Cz, + D | 
VA + B? +C 


d = 


sau — corespunzător ecuației normale a planului: d = jac, + byo + ezy — Pl. 
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7.7. DREAPTA 


7.7.1. Diverse forme ale ecuatiei dreptei 
7.7.1.1. În plan: 

— ecuatia generalá (implicità) : Az+By+C=0; 

— ecuaţia in coordonate omogene: Ax, +- Bra + Cz, = 0; 
— ecuația redusă (explicită) : y=mz-+n; 


r : A C 
coeficientul unghiular m = tga = — e si ordonata la originen — — — (fig. 1.81); 
5 B 


AY 


-— . X 


X 


Fig. 1.82. Reprezentarea 
dreptei prin tăieturi. 


Fig. 1.81. Reprezentarea 
parametrilor ecuaţiei 
explicite a dreptei. 


Mixy) 


1 E: 
Fig. 1.83. Reprezentarea parametrilor Fig. 1.84. Reprezentarea 


parametrilor ecuaţiei 


din ecuaţiile parametrice ale dreptei. 
normale a dreptei. 


— ecuaţia dreptei ce trece prin My(Zo, Yo) : 
Y—yY = m(r— Xp) ; 


— ecuaţia dreptei ce trece prin două puncte M,(*,,41), Mato, Yo) : 


Ya — Y 
U—U, 1 (a 
S4 — Ly 


xı) sau X EI 1 


| 
| 
| 
i 
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1 y 
— 4-1 0 
a b 
C » 
unde : a x — şi b= — — (tig. 1.82); 5 
A B | 
Y 
— ecuatiile parametrice ale dreptei : | 
jz = Lo + p Cos & [y 
(fig. 1.83) 
ly = yg + p sin a | 


— ecuaţia normală a dreptei: x cos x + y sina — p = 0 (fig. 1.84); trecerea de la 


ecuaţia generală la cea normală : 


Az--By-4-C 
+/42+ B: 


-=0 


(se ia + sau —, după cum C este negativ sau pozitiv); 
— ecuatia polară a dreptei: 


C 


r= — - — e || 


A cos 0+ B sin 0 
7.1.1.2. În spațiu : 
— forma generalá (datá de intersectia a douá plane): 
Ax + By+C2+ D,—0 


Ax + Bay + Caz + Da 0 


| 
— ecuațiile reduse ale dreptei : 
fz -— mz-n z—n y—q Y P 
sau: — —-—————2—j 
ly = pz--q m p 1 Dă 
— ecuaţiile parametrice : 5 
t=% + pa 
y=Yo + eb y 
A 
A AO 2" 
z “q TP n 


adicá : 


9 — c. 292 
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a, b, c fiind cosinusii directori; 
- forma canonică (pentru l, m, n — parametrii directori ai dreptei) : 


Eire, MBI Moca -i VARE bai 
l m n 
unde : 
DB, Ci » C4 A | | ¿As B, | 
l=| ly m=| y n= | Is 
Bor ul Me vw Aa, By] 


— ecuaţiile dreptei determinate de două puncte M,(%,, Yy, 21) $i MolTo, Ya, Za 


X etl y—u Z—2 
Sg oe Yz — Vi ML 


1.7.2, Poziţiile relative a două sau mai multe drepte: 


„7.2.1. În plan. Se consideră dreptele D; = A;z + By + Ci = 0. 


Două drepte sint : 


A B, | > 
- secante, dacă: D= 2 A 0, adicá Ay By 
A B, Ay B; 


și punctul de intersecţie are coordonatele : 


— Paralele, dacă: —-——L.--.—1 sau m, — ma, 


C,A, — C¿4,+0; 
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— confundate, dacă: A EI ee 


adicá : 
DO B,Cs — B,C; = 0; C14, = 


Trei drepte sînt : 


— concurente, dacă: D —| A 


| Ay B; C4 


sau dacă 41D, + MDa + 24D3 = 0 (coeficienţii 24, Ao, àg nefiind toti nuli) ; 


- paralele (Loate trei), dacă: SEA pe ERP pra 


— paralele — primele două (fără a fi paralele cu a treia) : 


— oarecare, dacă: DE 


7.7.2.2.În spaţiu. Se consideră dreptele: 


Două drepte sînt: 


| 
— secante, dacă : Yy—Ya m, ms, | 
2,— Za Ny Na | 
d m n 
— paralele, dacă : E ae ea id 
la ma Na 


a 


.7.8. Faseieulu] de drepte: 


— definit cu ajutorul a două drepte (D, și Dj): D,+2D23=0; 


— definit prin coordonatele virfului (zs, yg) : 


Y — Yo = À (T — 29). 


De 


— condiția de paralelism: m; = m, sau — = —L 


— condiția de ortogonalitate: 1 -+ mm, = 0 sau A,A, + BB, = 0. 


7.4. 


GEOMETRIE ANALITICA, PLANA SI IN SPAȚIU 


Unghiul a două drepte si bisectoarele: 


4.1. În plan: 


m,— m; — A,B,— A,B 


1 + mm, T Aå + BB, 


aici rezultá : 


A 


o 
^N 
D 


Coeficientul unghiular y al bisectoarei se determină cu relația : 


Eremit o A 0 
| n 
1 + my 1 + map 
Ecuatiile bisectoarelor : 
A, + By + €, Axt + Bay + Ca 


Sau : 


4 


* — 0, 


Via Va 


0; 


y Dom ni y I2 + m24- ni 


~ œ ajutorul cosinusilor directori a, b sic: 


AO AA e desi ' = ASE PTD SEM 
a T bs + 6; sin v= Y (aba — ab)? + (bicz — 056) ? + (Cada — c2)? - 


(x cos c, + y sin qa, — Pa) + (x cos æy + y sin dy — Pa) = 
7.4.2. În spaţiu : 
- cu ajutorul parametrilor directori l, m sin: 
Ll + MM; + Nina 
ELM 1!g T mMm its ATI 
NAAA ONE ES 7 
j E+ m + ni l5 4- m; + n; 
y (ln cU Pu | i 
EE 24 2 2 
uo Dam- lam)? + (mn, — Mani) * + (Pilg — ny)? — 
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Condiţia de ortogonalitate revine la : 
. Poziţiile relative ale dreptei şi planului. O dreaptă dată de ecuaţia: 


Lly + mm, + nyn = 0 sau 040, + biba + ccs = 0. r 


aee E z-—E A > 
E a Reno -9 siun plan Az + Bg +Cz+ D — 0: 


7.7.5, Distanţa de la un punct la o dreaptă: l m n 


7.7.5.1. In plan: 


— se intersectează în punctul: x = xq + kl; y = yg + km; z = z, + kn, 


Ax + Bo + Cz + D " 
T p= — TU D nr dae ALT. Dom Cno: 
Al -+ Bm + Cn 


Vitr HENK tale mors - sint paralele, dacă: Al + Bm + Cn = 0 şi Az, + By, + Cz, + D#0; 


— dreapta este continutá in plan, dacá: 
Al + Bm + Cn = 0 şi Az, + Byo + C% +D = 0. 


d = |z cos « + yo sin a — pl. 


7.7.5.2. În spațiu: Ü 7.7.8. Unghiul unei drepte cu un plan: 


Uxy — 23) + m(yo— yi) + n(29—23) ¿ 4 
: 


P+ m? -p n? TE 


Al a Bm + Cn 


d? = (zy — 21)? + (Yo — 9) * - (9 — 2)? E PS A 
VA Bcc? VB min) 


sin y = 


V(Am — Bl)? + (Bn — Cm)? + (Cl — An)? 


cos v= , 


lA? + B2?-- C? ya + m? + n? 


sau: 


d2 = [b(z, —2,) — c(Yo — U)]? + [e(z — 24) — a(29—23) > + [a(Jgg—U1) — ^ 


de unde rezultà : 


— bio — x1)1?. 


— conditia de paralelism : Al+ Bm + Cn = 0; 


7.7.6. Perpendieulara comună a două drepte neeoplanare. Distanţa dintre două drepte y 
(lungimea perpendicularei comune) este : E) 
— condiţia de ortogonalitate : -= 


Y, — Lg A, Q| 4 
TANET | Pul al i deci perpendiculara din MoCo» Jg, Zo) pe plan este: 
K es Ries asd j i dle sl: d SR Ari E 
unde : b A B C 
f 


sino = (a,b, — a,b)? + (beg — Daca)? + (as — 6)? - 7.8 
/,€ 


CURBE PLANE 
Ecuatiile perpendicularei comune sint : 


O curbă TS x 

¡ f bă plană este locul geometric al punctelor M(x, y) care verifică ecuaţia curbei. 
|æ — Ly a bica — bac; | |t — ta % bica — bsc, | ^ L 

| | | ! 


IU — Ui b, dy — Co | = 0; ly Ya ba — 0405 ca, | =0. E pu. 
| q 


Diverse forme ale ecuației curbei : 


| — ecuaţia implicită = y 
2 —2 Ci  ajb,— ab, Z — Za €, ab — a,b] uajia implicită : f(x, y) = 0; 
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— ecuaţia explicită: y = F(x) Tangenta la conicá in punctul Mo(2o yo) se obține prin dedublare: 
— ecuaţiile parametrice : x = ọ (A); y = YO); dacă punctul mobil rezultă prin inter- 
secţia a două curbe mobile depinzind de un parametru : f(x, y, A) = 0, g(x, y, X) = 0, d,419X + dys(Jo* + LY) + Capo + Aalt + To) + Aaly + Uo) + dos = 0. 
sau de doi parametri: F(x, y, à, p) = 0, G(z, y, ^, u) = 0, legaţi prin H(A, u) = 0; | 
— ecuaţia polară : r = f (0). Dacă f(xo, yg)-/-0 (punctul nu se află pe conică), ecuația reprezintă polara punctului 
7.8.2. Conieele. Acestea sint curbe plane care se reprezintă prin ecuații de gradul II, 5 față de conică. 
avind forma generală : Ecuația normalei în punctul Mo (To: Yo) este : 


f(z, y) = 4,11? + 20,914 + Qoy? + 2a,5x + 2day + ay = 0; 
— prima formă redusá (prin translație) : 


EU 
ay"? + 209 y! + aay? + — = 0; 


4) i) : A ^ 
unde x f si Bs sint valorile derivatelor parţiale pentru: r-,$igy-—Ug. 
— a doua formă redusă (translație si rotaţie) : ôx Jo 9y Jo 

Ecuațiile asimptotelor : 


sa in Soy” m 


Ao 
3 


y — Yo = M(T— Lo), 


unde S}, sint rădăcinile ecuaţiei: S? — nS + 8 — 0. 


unde m este dat de: apm? + 2a4m + ay = 0, iar (To, gg) de sistemul: 
Invarian[ii ortogonali sint : 


of JA ôf 
=a 0, ' —L m0. 
03 ij | i iens | dă ôy 
Y = Qy + ag; Ò= | ; A=|4 dg Qap| (cu aj;—4ji). z of Of 
dor Q| | Diametrul conjugal direcţiei m are ecuaţia: — +m — = 0. 
gp (aa 035 d dx Oy 


Familii de conice: 
pi ip Me bas ER — conicele care trec prin 4 puncte date: f(x,y) + g(x, y) = 0; 
— ică pre -zis: E): : : 
că propriu-zisă (A =£ 0) — conicele circumscrise unui triunghi : «D,D; + BD¿D, + YD,Ds = 0; 
— conicele care au un focar dat (rg, Yo):  (2—z0-+ (y — Yo)? = (ax + by +0). 
ai, pentru yA<0 YE 
3>0, elipsă C 7.8.3. Cereul (a,, = Usa» Qa = 0) are: 

imaginară, dacă y A>0 


8 — 0, parabolă 
8 - 


— ecuaţia generală: x? -+ y? -+ mg + ny + p = 0, avind coordonatele centrului : 


: 0, hiperbolá 


f n 1 m? 
1 -, b—— i şi raza R = | 
— conică degenerată (A = 0): ] 2 4 
8270, două drepte secante imaginare — ecuația cercului cu centrul C (a, b) şi raza R: (x—a)? + (y—b)? — R? = 0; 
N k D ecuația cercului circumscris triunghiului avind ca laturi dreptele D, = 0; D¿=0; 
ò = 0, două drepte paralele sau confundate 


ps: D,D, + ADD, + u DD, = 0, unde A si u se determină punind condiţia ca 
1 22 94 ai = 0; 
8-0, două drepte secante reale i 
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— ecuaţia cercului trecind prin 3 puncte Mj(z,,y;), Mo(zs, Yo), Malta, Ya): 


x =d + R cosa 


| 
ls —b--Rsin« 


Tangenta in punctul Mo(o Yo): 


" ^ 1 t m ! " n t ' e ) 
a a ir repro. 


Dacá TG + Ug MT + NY) + PO, ecuaţia reprezintă polara punctului Mp. 
Ecuatia tangentei de directie m: 


y-m(r—a)--b--R y1 Lam. 


Normala în punctul M¿(Xp, Yo) are ecuaţia : 


a a E 
E — 20). 


ty + a 


y — Yo 


Axa radicală a două cercuri: (m, — My) x + (n, — ng)y + (Pı — Pa) = 0. 

Centrul radical a 3 cercuri se obtine prin intersectia a douá axe radicale. 

Condiţia de ortogonalitate a două cercuri este: mms + nyna = 2(p, + p,) sau, dacă 
d este distanţa centrelor si R,, Ra — respectiv cele două raze: d? = Ri + RÀ. 

Fasciculul de cercuri determinat de cercurile de bază C, = 0 si C, = 0: C, + AC, = 0» 


7.8.4. Elipsa (raportată la axele de simetrie): 
— ecuaţia redusă : 


MEE EUG Cap 
= 0 sau (explicit) y = + — Va? 2 
a 
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Dacá a si b sint semiaxele elipsei 
se obtin relatiile: c 


— ecuaţiile parametrice : 


y =b sin a 


Tangenta în punctul My(to, Yo) : 


Tot YoY — j wg 


a? b2 


Normala în punctul My(<p, Yo) : 


ar By 


—=—-0=0 (M, fiind pe elipsă). 
Tg Yo 
Ecualia diametrului conjugat : 
b? i p? 
gà deci mm'— — — |. 
am a? 
7.8.5. Hiperbola: 
— ecuația redusă : M e i 
cuatia redusă : == — — 1 = 0 (la hiperbolá c? = a? -- 
a? b? 
r2 2 
— hiperbola conjugată : Di 1=0; 
, 
a? b2 


— hiperbola echilaterá: zx? — y?—a?=0 


- raportată la asimptote: 
7.8.6. Parabola 


— ecuaţia redusă : 


» Fu(6, 0), Fa(—c, 0) — focarele si e — excentricitatea, 


jo 

— Coordonatele focarului: F £z 
2 , 
— €cualia dreptei directoare : a+ P 


sau 


sau yp=mxx + Vam + b?. 


b3 
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Clasificarea cuadricelor 
ula cama - cuadricá propriu-zisá : 


7.9.1. Diverse forme ale ecuaţiei unei suprafeţe : 50, cu centrul la distanţă finită (elipsoid, hiper- 


boloid —cu una sau două pinze) 


: E e evi 
— atia implicită: f(x, Y, 2) 3 i 
ecuafi p ze,» 1 


x = ọ (u, v), y = (1, v), z = © (u, v). 


— dacă A Æ 0 A TP A 
dacă A 8 —0, fără centru la distanţă finită (paraboloid eliptic, 


— ecuaţia explicită : paraboloid hiperbolice) 


— ecuaţiile parametrice 


— minorii de ordinul HI (3-70, con 


prezintă prin ecuaţii de gradul IL, avind nu sint toţi nuli 18 = 0, cilindru 


i P: a "c > se re 
7.9.2. Cuadricele sint suprafeţe care se re 
forma generală : 


— minorii de ordinul III sint nuli, f două plane care au o 


3 — dacá A — 0 dar cei de ordinul II nu sînt toti nuli | dreaptă comună 
dd în L danz + a, zi + 20,4 + 248 + | Nn à; | 
f(x, y, z) = aa? + 220 + Goa? + 204907 + 2d59J7 + das? T Ar í — toti minorii de ordinul 11 (si III) sint nuli — cuadrica sere- 
£, Y, 2) = 037 n m y 


Dee duce la un plan dublu 
+ 20342 + 044 = V5 


Planul tangent într-un punct Mo(2o; Yo» 20) cu condiţia f(x, Yo» 20) = 0, se obţine 
prima formă redusă (prin translație) : prin dedublare : 
-— e e 


) EL az? 4 A 0; 
a c "z + 9asQU'Z' + Agg? y T hana IMP bs ÎN le ZAR raz) + zy + 
iso 2a,4z'y' + Ay? + 24,37 r 24234 33 3 Y Ay, Tp Malot + 20) + GasUgU + yg (Zot + 202) + MoglZoy 4 
A 
SANE she Hoz) + A3370% -- dia (X + 20) + Qz (Y + Yo) + Ggalz + zo) + 144 = 0 
a doua formá redusá (translatie $1 rotajie): | 
i A Ecuafiile normalei in acelasi punct sint : 
7 MS sog? L Saz"? 4 — = 0, 
ra Jl Saz 1 
S,u* + Say 3 3 M 
Í TT __Y— Yo Z—2Z 
i TIA X ari ^ > 
T ^d a R ^ :. i " 
unde 5,,5,5 sint rădăcinile ecuației ( A ( of (25) 
A ^ " Ox Jo Oy Jo 9z Jo 
Q4. — E 12 
11 
z = 0. An i E zi A A : 
"m Ay — S og À Dacă punctul nu este situat pe cuadrică, ecuaţiile anterioare reprezintă respectiv planul 
2 mide Polar si perpendiculara din acest punct pe planul polar. 
p 33 
Cai 32 f Pane å 
4 7.9.3. Sfera: (d; = az = Ugg; djs = Qj = Qy = 0): 
Invariafii ortogonali sint: i A | — ecuaţia generală : 
1 — 0%, — Usa — 0515 4 
I = d; + Qz + 033; J = Aaa + Ugaz T Agg 12 S n 
= 011 t das > 


aui 01 %3| €u coordonatele m n f p 


centrului | a= — —; b = — 


D= [da Ms. ln 


a31 
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— ecuaţia sferei cu centrul C(a, b, c) și raza R: 


(r—4)5--(y— b)+ (— 0)? R? — 0. 


Planul radical a douá sfere : 
a, b, si c fiind semiaxele elipsoidului. 


| 
a 


(m, — mg)z + (n, — ny) Y + (Pı — Pod z + (91 — 49) = Planul tangent in punctul M e (o; Yo» 20): 


Axa radicală a 3 sfere se obţine prin intersecţia planelor lor radicale, luate cite două, 2 Kok CY Yoy Ap Zz 


2 9 


b* 


Centrul radical a 4 sfere (punctul care are acceeasi putere in raport cu cele 4 sfere) este qi 


intersectia celor 4 axe radicale. 


mala in acelasi punct este : 
Planul tangent în punctul My(Lo, Yo» Zo) are ecuaţia : nala in aceiași punct este 


|» 


. (z + 20) + q — 0. 


eM i hs m de Ld T, F 
Lor + UoU + 207 + p (z+ 20) + e (y + Yo) + 


á E 


MN 


b 


Condiţia de ortogonalitate a două sfere este: 


7.9.7. Hiperboloidul (raportat la planele principale): 


mm + nyna + pipa = 2(41 + d3)- — cu o pinzá : 


7.9.4. Cilindrul are ecuaţia generală de forma f(P,Q)—0, unde P = 05i Q—0 sint două 
plane fixe, generatoarea cilindrului fiind paralelá cu dreapta lor de intersectie. 


Planul tangent în punctul Me(xs, yo, Zo) — generatoarea fiind paralelă cu O,— este: 


Of of 
e— 1031 —| + - —|=0. 
(m — t) xl +(y (2 i 


— cu douá pinze: 


P Q 
.9.5. € l are ec i: ralá : Ens == > = 7.9.8 ars i nal 
7.9.5. Conul are ecuatia generalá de forma: f mm , i 0, unde P 0, 7.9.8. Paraboloidul (raportat la planele principale) : 


Q=0,R=0sint 3 plane fixe, avind un punct comun (la distanță finiti) — virful 
conului. — éliptio : £ 2 


Planul tangent in punctul Mo (Xos Yo» Zo) : 


— hiperbolic : 


7.9.6. Elipsoidul (raportat la planele principale): 
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8. GEOMETRIE DIFERENTIALÁ 
8.1. CURBE PLANE 


8.1.1. Elementul de are. Se consideră curba y = f(x), (fig. I. 85): 


b 
ds x MM' = dx? + dy; s = ( Vid y? dz (porţiunea de arc.). 
a 


Fig. 185. Elementul de arc plan. 


8.1.2. Tangenta. Normala. Se considerá curba y = f(x), (fig. I. 86): 


— ecuaţia tangentei: y — yo = f (20) (x — 29); 


— ecuația normalei: y — yg = — 


— tangenta MoT 


— subtangenta PT = îs: 


— normala MN iylY1cay?; 


Fig. L86. Tangenta si normala 
intr-un punct la curbá. 


— subnormala PN = n,: n; = | 


8.1.3. Unghiul a două curbe. Curbe ortogonale. Se consideră două curbe f(x, y) = 0 


0 (fig. I. 87): 


+! , , , 
ady — 1992 


Vr x n Vaz 


Virg Vers * 


GEOMETRIE DIFERENTIALA 


unde : 


0g 
y x d 
dx dy dx oy 


7] 
fin Al; pa PE. 3 bar ACUTE 


= 


PER ' rr 
Condiţia de ortogonalitate este: Ioa + Ij y —0. 


Fig. L87. Unghiul a douá curbe. 


8.1.4. Curbura intr-un punet. Raza de eurburá. Cereul osculator (cercul de curbură) ; 
(fig. 1.88): 
Aa da , y" 1 


K = lim ——-——; K = ——————— 5 raza de curbură p = —, 
As+0 As ds (1 + y?y K 


: " AS Sa aa 
— ecuaţia cercului de curbură este: (x — £)? + (y — n)? = p?. 


Dacă se notează cu (a,, b;) si (An, bn) cosinusii directori ai tangentei si normalei intr-un 
punct la curbă, se pot scrie formulele lui Frenet : 


da; 


Un. db UL ba. da, a. dbn b, 


ds 


Fig. L88. Figurá ajutátoare pentru definirea 
curburii. 


8.1.5. Familii de curbe plane. Infásurátoarea unei familii de curbe. Se consideră o 
familie de curbe plane depinzind de un parametru F(x, y, A) = 0. 
nfásurátoarea este o curbă tangentă la toate curbele familiei și este dată de sistemul: 


F(x,y, ì)=0; F% (z,y,ì)=0, 


din care, prin eliminarea lui À se obține ecuația infágurátorii sub formă carteziană : 

Dacă i 44 (z, y) = 0. | 

E acá eliminarea lui A este dificilă, se poate obţine infásurátoarea sub formă parame- 
vu z = 20), y = y0). 


/ 2 FERENTIALA 
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Va trebui deosebită infásurátoarea propriu-zisă de locul geometric al punctelor sing 
lare, care rezultă din aceleași ecuaţii. 
, s $ 


8.1.6. Evoluta unei curbe plane si evolventele. Evoluta E este înfăşurătoarea nor 
malelor unei curbe plane C si se defineşte ca locul geometric al centrelor de curbură, 
Ecuațiile parametrice ale evolutei sînt : 


sint cosinusii directori ai tangentei : 


Se 
= 
zi 
D 
n 
2 
| 


"mg ges v m ue er : j 
y | 


1+y2 | 
| t = ai + Bİ 


Invers, cunoscind evoluta E, se pot determina o infinitate de curbe C numite evolvente, | 


8.2.3. Normala principalá : 
a cáror evolutá este curba E. Acestea sint curbe paralele, adicá au aceleasi normale, 


- dt Ti z n MN : 
4 N ENE t = — (prima formulă a lui Frenet), 
y ds e 
8.2. CURBE ÎN SPAŢIU 
unde m = Ei + nj + CK este versorul normalei, iar p este raza de curbură . 
8.2.1. Elementul de are, Se consideră curba C (fig. I. 89), avind ecuaţiile parametrice 7 i 
| Ecuațiile normalei principale sint : 
x = x(S); y = y(s); z = z(s); T 
sau, sub formá vectorialá : y 
4 
Fs) í 


parametru fiind arcul s (avind originea Mp): 


ds = |dr| = Vdr? + dy? + dz. bi 


unde X, B, Y si 2, ij, Y sînt derivatele de ordinul Isi respectiv II in raport cu para- 
metrul s, 


8.2.4. Binormala. Aceasta este perpendiculară pe planul format de tangentă si normala 
principală si are versorul b = t x ñ, b = Ai + uj + yk şi ecuaţia: 


Fig. 1.89. Elementul de arc în spaţiu. 


8.2.2. Tangenta in punctul M(z, y, 2) de pe curbă. Dacă se notează cu (X, Y, Z) coordo- 
natele unui punct de pe tangentă, ecuaţia acesteia este : 


X-— az Y — y Z—z Xu EUN METRE ets 

——— = — == sau ES mm ERU TESI UR 

X-—u Y — y Z-—z A u y yz E i ty 
E - m — = , kia ME TET e ES 
m. y z’ |y z | z c ix Y 


» parametrii directori x’, y”. z’ reprezintă ivatele în rz arametrul curbei, x e AU UTER 
unde parame trii directori z', y’, z’ reprezintă derivatele în raport cu paramet PA Este planul format de tangentă și normala principală si are 
calculate in punctul M, sau: 


ecuaţia : 


me ue? Pica seu 


MX — 2) + Lp (Y — y) + v(Z-2)=0 


10 — c- 292 
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diu REN se ia în raport cu parametrul u, ca — de altfel—și celelalte derivate care 


du 


unde s' — 


intervin aici. 


8.2.9. Formulele lui Frenet. Tangenta, normala principală și binormala formează 
un triedru variabil cu punctul de pe curbá — triedrul mobil. Notind cu f, n și b versori 
axelor acestui triedru, cele 3 formule ale lui Frenet sint : 

8.2.6. Planul normal. Este planul format de normala principalá si binormalá si are - 
ecuaţia : 
«(X — x) + BY — y) -Y(Z —2) 20 sau (X — x)'--(Y-— uy 4-(Z-—zz-e.m 

n 

8.2.7. Planul rectificant (sau rectificator). Este planul format de tangentă si binor- 

malá si are ecuaţia: i 


8.2.10. Ecuațiile canonice si ecuațiile intrinseci ale unei curbe în spaţiu. Luind ca 
sistem de referință triedrul mobil, coordonatele x, y, z ale unui punct oarecare al curbei 
se dezvoltă în serie Mac Laurin după puterile arcului, obtinind nişte ecuații parametrice, 


EX — x) + Y — y) + (Z —z7)=0 sau (X —z)ž + (Y— y) ý+ (2-27 =0 numite ecuațiile canonice : 


8.2.8. Curbura si torsiunea | MEN Y 1 , 
rs kgs? — kekos* + ... 


6 


221 do jdt ATA SES 73 ! 
Ur MEAE. | Lii I7 | V + 524 g^ pe^ este raza 1 i5 1 
e să d 1 y = — kys?-- — kgs? + — (k — k3 — kh*),si-- ... 
| 2 6 24 


de curbură); 


1 1 
z = — (kh)ps3 — — (kh' + 2k'h)ost + ... 
6 24 


¡dy £i 
1 de Sp BE A aa a "t 
(Pia as e grt rms au (* este raza de torsiune); unde kọ si hy sint valorile curburii si torsiunii in punctul M. 
... | A 
¡Ty z| A Ecuațiile intrinseci ale unei curbe în spaţiu sint : 


p = f(s); 7 = g(s). 


8.3. SUPRAFEȚE 


pae La. UL TEO yt ct) (0 + yy +77) UY 
2 “2 (2 4 y'2y3 IATA E d : » . 
e Gregg sp ut) 5.3.1. Eeuatiile parametrice ale suprafeței. Planul tangent şi normala. Se consideră 
0 reţea de linii parametrice (u = const, v = const), care determină un sistem de coordonate 
"WA (fig. I. 90). Ecuatiile parametrice ale suprafetei sint : 
| x ki | 
get s g^ lar z' yg " ZI I 
4 + AE z= z(u,v); y=Y(0,0); z= z(u, v), 

— dg" zz" LOT a" y" 1 a y" z” | 


(12 + y2 +22) Sau, sub formă vectorială : T —7(u, v), avind in vedere cá F = zi + yj + zk. 
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Alegerea parametrilor u si v este specifică fiecărui caz. De exemplu, pentru sferă. 


ima formă entalá, Pátr: :Xlementului de arc este: 
i i 209 E ntul de arc. Prima formă fundamentală. Pătratul elementu 
(fig. I. 91 si I. 92): A 3. Eleme 


8.3.2. 


uat 2 = pg 1 2.L dz? 
a =ucosv; y=usinv; z—|R? —u* cu 0<u<R;0<v<2r del ss da? + 8g + de, 


respectiv : x = R sinu cosv; y = Rsinusinv; z = R cosu, k 


" " " : A n unde : 
unde colatitudinea 0 < u < v, iar longitudinea 0< v < 2z. 


de = z,du + z,do etc. rezultind formula fundamentalá : 


- Edu? + 2 Fdudo + Gde?, 


ds? 


unde : 


2 2 2 ) Det A ne ed 5 
E = ta t Yy tus F = fy To + Yu Yo + Zu w; G — Zo T Us y (1.76) 


Aceastá formá pátraticá este pozitiv definitá : EG—F?>0. 


Aria unei portiuni de suprafatá se determiná cu relatia : 


Ae | VEG-F? du do, (1.77) 
(D) 


unde (D) este domeniul de definiție. 


Fig. L90. Rețea de linii para- Fig. L91. Coordonate para- Fig. L92. Coordonate 
metrice pe o suprafață. metrice pe sferă (raza para- parametrice pe sferă 8.3.3. Unghiul format de două curbe trasate pe o suprafată (fig. I. 93): 


lelului si longitudinea). (colatitudinea si longi- 
tudinea). : 
Edu Su + F(du 8»4- ŝu dv) + Gdvăv 


| Edu? + 2Fdudo + Gdv? | E8u?-2F8u8v4- Gàv? 


, 


Ecuația planului tangent într-un punct M(x, y, z) al suprafeței este: 


unde, prin du, dv si ĝu, 8v, s-au notat diferentialele para- 


dă. Ox 
Tu "mE o el do metrilor pe cele douá curbe. vagos + ¡unete 
$ "alata, 
|X—-r Y—y Z-z A curbe p | 
| ~ ... Fi 1 i] t fi = 
| au Yu Zu |=0 unde OAR 2, Yo = LA Condiţia de ortogonalitate este Edudu +- F(du8v--8udv) + Gădvăv = 0. 
u dv E E * A T 
V Uds Yo ^j În particular, unghiul curbelor coordonate tu, v se poate determina cu una din relaţiile : 
Oz. Oz 
Zu = —; Zy = - LA 
; i F TGF? 4 
du e cosp= —— j sing = BOROS (1.78) 
| VEG EG 
Ecuația normalei la suprafaţă in M (x, y, z) are forma: 
! x tar condiţia de ortogonalitate revine la: F=0. (1.79) 
ud YU: Zr p 
Wu “a ^ te Tu  Yu| 1 8.3.4. Teorema lui Meusnier. A doua formă fundamentală. Se consideră o curbă C pe 
| l Suprafața S, iar în punctul M — tangenta la curbă f, şi normala principală a curbei 11, , 
Kennen Mis to Yo formind unghiul 0 cu normala la suprafaţă ñ (fig. 1.94). 
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Dacá se noteazá cu p — raza de curburá a curbei C si cu R—raza de curbură a secțiunii. i asimptotiee. Linii de curbură. Linii geodeziee. Liniile asimptotice sînt 
normale, teorema lui » ier s cprimá pri atia : i 3 Anil asim y á coinci lanul 
A lui Meusnier se exprimă prin relaţia : uen I pratetel, de-a lungul cárora planul tangent la suprafatá coincide cu p 
£ upraietei, 
curbe ale S 


uatia liniilor asimptotice se obţine punind du = du si òv = dv 


: ] curbei, iar ec 
Ms cosg — 1 Z UD m di 
Fu re oh (1-80) ABI 
5 Ddu? + 2D'dudv-+ D''dv* —0. 
YA unde (1) si (II) reprezintá respectiv prima si a doua formá t 


ă ant curbele c: a te > într-un punct 
fundamentală. rafete sint curbele care au ca tangente S " i 
ale corespunzátoare punctului respectiv, sau liniile 


à admit o infásurátoare. Ecuația liniilor de 


Liniile de curbură ale unei sup 
intersecţie — direcţiile princip 


de 
a normalele la suprafat 


de-a lungul cáror 
cnrburá este : 


i FL te Ad mă 2 alá s ineste astfel: 
Fig. 1.94. Figurá ajută- doua formă fundamentală se definește astfel: 


toare pentru teorema lui 


Meusnier. (1I) = D du? + 2D'du do + D" di? ; (1.8108 : 
dv: — dudo du Edn+Fdv Fdu+Gdv ut 
i "T 1 E , " ' x 7 = 0 sau VE 
1 [tu Vu Zu 1 [Zu Yu Zu] 1 Hi Yu Zu E F G Ddu + D'dv D'du-- D''dv 
| B ` " 
De Lg Zile la Di Xu 3 1377 om ae A z, (1.829 | D D D 
dorem. MM Lc" EG—F|* : | VEG-Fi|* Y "M 
i PA». la Z z E : i 
rd as m da Liniile geodezice sint curbele suprafetei de-a lungul cárora planul —€—À ptt 
Q2 92 32 TT T suprafaţă. Linia geodezicá reprezintă drumul cel mai scurt pe supra aţă, 
z 2x Ax a 
unde s-a notat : Tiu > Ma > E eto. două puncte M, și Ma. 
du? dudo du? 


dv un 
ETRE bsp cond ia diferentialá a liniilor 
8.3.5. Direefii principale. Curbura totală si curbura medie. Secțiunile principale siht Dacă se notează cu f= | E--2Fv'--Gv^ ES A ) ecuația diferențial 

secțiuni normale (care conțin normala la suprafață) avind raza de curbură maximă 
sau minimă, iar direcțiile tangentelor lor în punctul considerat se numesc direcții 
principale. Dacă se notează cu R, = Rmax Și R, = Rmin — razele de curbură 
principale, cu R — raza de curbură a unei secțiuni normale oarecare si cu 0 — unghiul 
format de planul acestei secțiuni cu planul uneia din secțiunile principale, se poate serie 
relația lui Euler : 


geodezice este : 


: , ra T- Gu” 
i E,+2Fv'+Gw d 2er == 0, (183 
2L S Ur) mo, ana: See — li 


E DIO BEE a GA 
qn cos? 0 | sin* 0 dv du V àv VEF 2Fv Gv du VE+2Fv + Gu 
R Ri Ra 
unde E,, F, si G, reprezintá derivatele partiale in raport cu v. 
Fo rmulele : 
Ecuatia liniilor geodezice se poate scrie și sub forma : 
» 1 DD'"—D'^ 3 1 1 1 DG--D"E — 2D'F 
de q AET Tea AS i E TT BEC definesc 
Ri Ra EG—r? 2 MR, R, 2(EG — F?) 


(1.84) 
respectiv curbura totală și curbura medie a suprafeţei, în punctul considerat. Dacă: 


dx dy dz 


R¡R¿3¿>0 sau DD"—D?>0, punctul M este de tip eliptic; 
R,R,-0 sau DD'"—D'-—90, punctul M este de tip hiperbolic ; A : K si intá ecuatie 
R, R, >% sau DD”—D?=0, punctul M este de tip parabolic. unde A, B, C sint parametrii directori ai normalei la suprafață si reprezintă o t 


diferențială de ordinul II in raport cu u gi v (presupunind că suprafața este dată prin 


În particular — pentru Rı= R, punctul M este punct circular. ecuațiile parametrice). 
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Dacá suprafata este datá pri ia i icitá f( 
i prafata es à prin ecuaţia implicită f(x,y,z) = 
minate de sistemul diferenţial : ji cse 


d?z 
ds? 
== — 3 
Of 
Oz 
impreuná cu ecuatia suprafetei 
» ră vi $ ^ 
Pe sferá, geodezicele sint arce de cerc mare. 
In cazul elipsoidului de rotatie : 
es y ph 
E a -H £ 
i — 1H 
a? a? că E 
ecuațiile parametrice se pot scrie sub forma : 
A ram 7 . H £ P Ser 
xv =ucosv; y=usinv; z2=—Va—u 


şi ecuația diferențială a liniilor geodezice revine la: 


/ K? cu? 
^ / a*(a? — i?) 
nac — - 


vost 


u? (u?— K?) 


soluția fiind de forma : 


v= Ku +K, 


De-a lung ul unei geodezice pe suprafatá de rotatie, produsul dintre raz 
5 , o 
unul pu ct si cosinusul ur ghi lu geodezica taie t 
n n usul unghiului sub care geod 
lui Clairaut). 


8.3.7. Corespondenţe între două s p 
d.e res] t ă suprafețe. Condiția repreze 
trează unghiurile) este dată de proportion dise deer 
corespunzátoare celor douá suprafete : 


EUM G 
Zi A ae: = A E 
Es F, G, enm 


geodezicele sint deter- T9 


a paralelului 
paralelul, este constant (teorema 
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| i ză 


Condiţia ca ariile să se conserve este dată de: 


EG — F? = E,G,—FÍ, (1.88) 
(1.85) f iar dacă E = E,,F = F; ṣ$i G = G,, reprezentarea păstrează atit ariile cit si unghiurile. 
A 4 hen EE 4 
4 9. ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITATILOR 
I SI STATISTICĂ MATEMATICĂ 


9.1. TEORIA PROBABILITÁTILOR 


£ 
1 
9.1.1. Cimp de probabilitate. Evenimentul este unul din conceptele fundamentale 
o ale teoriei probabilitátiilor si apare ca un fenomen care, in cadrul unei anumite experi- 
ente, se poate produce sau nu, $i despre care se poate spune cu certitudine dacă s-a 
Í produs sau nu după efectuarea experienței. În teoria probabilităților interesează numai 
1 rperien[e aleatoare, adică cele in care intervine intimplarea. 


De exemplu se considerá experienta aruncárii unui zar care este evident o experientá 
¡Jeatoare. În acest caz, evenimentele pot fi : apariţia unei feţe cu sot, apariţia feţei cu nu- 
mărul 2, apariţia unei fete cu număr mai mare decit 3 etc. 

Fiecărei experienţe îi corespunde un eveniment sigur (notat cu E) adică un eveniment 

we se realizează cu certitudine si un eveniment imposibil (notat cu litera Ø) care nu 
se poate realiza la nicio efectuare a experienţei. Fiecărui eveniment A îi corespunde un eve- 
iment contrar A, a cărui realizare constă, prin definiţie, în nerealizarea primului, se 
observă că evenimentele sigur și imposibil sînt contrare unul altuia. 

Fiind date două evenimente A și B, se definește : 

-reuniunea lor (notată cu AlB), care reprezintă evenimentul a cărui realizare 
onstă în realizarea a cel puţin uneia din evenimentele A,B ;— intersecția lor (notată A NB), 
care reprezintă evenimentul a cărui realizare inseamnă realizarea simultană a evenimen- 
telor A și B. 

Două evenimente A si B se numesc incompatibile dacă nu se pot realiza simultan adică 
lacă Af) B = Ø. În caz contrar se numesc compatibile. 

Diferența evenimentelor A și B notată cu A— B este evenimentul care se realizează 
itunci şi numai atunci cînd se realizează A si nu se realizează B: 


(1.86) 


à árii conforme (care pás- 
alitatea coeficientilor primei forme pátratice 


A— B-A[)B. 


în cadrul unei experienţe aleatoare se spune că evenimentul A implică evenimentul B, 
dacă realizarea evenimentului A are drept consecinţă realizarea evenimentului B și se 
va nota acest fapt prin ACB. 


(1.87) 
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Se observă imediat cá orice eveniment implică evenimentul sigur, iar prin generali- 
zarea unor anumite rezultate se admite că evenimentul imposibil implică orice eveniment, 
adică există relaţiile 


BCA; ACE; 


(v)4. 


Evenimentele A si B sînt echivalente dacă ACB si BCA, ce se notează prin A=B. 

Evenimentul care nu este implicat de nici un eveniment diferit de el însuși si de eve- 
nimentul imposibil se numește eveniment elementar al unei experienţe aleatoare. Cele- 
lalte evenimente se numesc evenimente compuse. 

Notind cu K o clasă de submultimi ale lui E care are proprietăţile : 

— dacă AEK, atunci AEK; 

— dacă AEK, BEK, atunci AL) Be K, 
unde elementele lui K sînt evenimente, iar în cazul în care mulţimea E este infinită se 
admite în plus că: 


oo 
— dacă Aj¡eK (i = 1,2,...), atunci |J A;e K. 
i-1 
Cuplul (E, K} se numește cimp de evenimente. 
Ín acest cimp, elementele lui E sint evenimentele elementare, evenimentul sigur este 
E, iar evenimentul imposibil este Ø. 
Fiind dat un cîmp de evenimente (E, K} funcţia P: K—R se numeşte probabilitate 
dacá: 


P(A)>0, (y) AEK; P(E)=1; P (u «J- Y, Pi) 


ier icr 


dacă A;(]A; = Ø, pentru orice i Æj si I este o familie cel mult numărabilă de indici. 
Tripletul (E, K, P) se numește cîmp de probabilitate complet aditiv sau cimp bo- 

relian de probabilitate. i 
Dacă E contine un număr finit de elemente : ee. . .,e; se observă că : 


P((e))>0, 1<i<n; P((ap- Phe) + ... + P((en) — 1. 


În acest caz, orice eveniment As K, A -Æ Ø se va scrie: 


A = (ey UteJU-.-- Uteii- 


1 
Presupunind că toate evenimentele elementare e ¿au aceeaşi probabilitate —, se de- 
n 


duce imediat cá : 


P(A) = P (e) + Pie) + o + Pies —- (1.89) 
F n i 
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ELEMENTE DE TEORIA 
: babilităţii care se enunţă astfel : probabili- 
H a Aportul dintre numărul cazurilor favorabile şi numărul cazurilor egal posibile, 
Em > „tă se mai observă cá pentru cunoașterea probabilității unui eveniment din 

i reia te suficient să se cunoască probabilitatea tuturor evenimentelor clemen- 
ampa n probabilitatea unui eveniment A este suma probabilităților evenimentelor 
get care compun evenimentul A. | 
se enuntà citeva dintre proprietátile unei probabilitáli : 


astfel la definitia clasicá a prc 


tare, 
elementare 
în continuare, 


P(A) = 1— P(A), (yw 4EK; P(0)=0; 
dacá ACB, atunci P(A) < P(B); 
dacă ACB,atunci P(B—A) = P(B) — P(A); 

A,BeK, atunci P(B—A) = P(B) — P(ANB); 

|. BeK, atunci P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB); 
este un sir de evenimente din K, atunci: 


— dacă 4 
— dacă 4 
— dacă (Ai)ici- æ 


(0 D E Y P (Aj). 
H 


1 


litate si fie Ac K cu P(A) +0, atunci se 


je (E, K,P] imp borelian de probabi $ e 
E EIE, iai y dilionatá de evenimentul A si se noteazá 


numeste probabilitate a evenimentului B con 
P4(B) sau P(B[A), raportul : 


P(ANB) 
> ı (B) = P(B[A) = ————. 
, P4 (B) (BIA) Ta, 


(1.90) 


2. Formule utile pentru ealeularea unor probabilitáti 


-] 
- 


9.1.2.1. Probabilitatea reuniunii unui număr finit de evenimente : 


-— 


, 


ely a) = $ ra E y P(A;f(1A,) + | Y P(A:NA;NAn — --- 


ici ic)«k 
sss HD P(A¡NA2N---NAn). (1.91) 
9.1.2.2. Probabilitatea intersecţiei unui număr finit de evenimente : 


P(A NAN- An) = PLAY Pa, 42) Pana, (42 -- 


Pana. fA Cn (1.92) 
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Se demonstrează uşor că o aplicaţie X : E — R este o variabilă aleatoare dacă si 
acă pentru orice aec R: | 
| 
(e, X (e) < aje K; te, X(e) xajeK; (e, X ()»ajeK; 


fe, X() > ek. 


9.1.2.3. Formula probabilității totale. Fie (4j);g; € K o familie cel mult 


de evenimente incompatibile două cite două cu: numai d 


U 4; = E si P (A;) 40, ie I, i 
i€el 


atunci : 
dacă X și Y sînt două variabile aleatoare si ke R, atunci: 


De asemenea, 


DAY XNPCAD DJ (a 
QE SER TG (1.93). A 
rai: y XE RX Ay RA tr bă BOSE 


9.1.2.4. F i zi ili 
; 2 4 Formula lui Bayes. Fie Miler o familie cel mult numărabilă de eveniment 
incompatibile două cìte două, cu U4: = E si P(A;) +0, atunci: 1 


¡El i 
X— Y; X4 Y; XY; cond YÆ0, 
l P (Aj) P4 (A) X -—Y1X Y es cind : | 
AEQ a Sel, ts: e e Qa 
y PAP," ieu (1.94) v 
¡El TE sint de asemenea variabile aleatoare. 
4 


Se spune cá variabila aleatoare X este o variabilă aleatoare simplă, dacă ja un număr 


finit de valori z,, Ta, - - -> Tk- 
Aplicația X : E > R” se numește variabilă aleatoare n— dimensională dacă X-(A)e K | 
pentru orice A e 8” unde $^ este corpul mulțimilor boreliene din R”, iar (E, K} este un | 
cimp de evenimente. 
Familia de variabile aleatoare (X;);ey definite pe același cimp (E, K, P} este o fa- | 
milie de variabile aleatoare independente, dacá pentru orice J finit, JC 1: 


* 
* * 


Se spune cá evenimentele A, BEK sint independente, dacă : 


P(ANB) = P(A) P(B), 


sau : 


Po (4) = P(A), dacă P(B) +0 
(B) +0. P[O Xf (8 | = II PX (Bl 
Tn mod analog se s ă i tai "ji 
g pune că evenimentele (A;),-.-.€E K,sinti ende f i | 
PRIORE ON Ao ( Di<i<n <, sint independente în totalitatea 


unde (Bey sint părţi boreliene. 
T al en EIE Fiind dat (E, K, Py un cîmp borelian de probabilitate si X o variabilá aleatoare definitá 
pe E, atunci funcţia E : R — R definită de relaţia : 


PO, NA N 4) = PA) P(A,)... P(A;). 


F (a) = P((e X (e) <1}, zer, (1.95) 


În general, dacă se dá familia numărabilă de evenimente (4;) "Wm E 
nimentele acestei familii sînt i 3 i)iex € LK, se spune că eve- 
din ate s br: st ; a >» ii sint independente dacă orice număr finit de evenimente 

acest sir sint independente. Dacă evenimentele (A; À e 4 
atunci P 4 I mentele (Aj; - «€ K sint independente, 
atunci P((^] Aj) = II P(A;), pentru orice JCN. | 

ieJ 


se numește funcția de repartiție a variabilei aleatoare X și are următoarele proprietăţi : 
a) F(x) < F (x), dacă x < z', 


9.1.3. Variabile aleatoa S : adică r ; Š 
Ile abile aleatoare. Se numește variabilă aleatoar TU adicá este o functie nedescrescátoare ; 
: d a x 5 aria à aleatoare de ă $ des atos 

evenimente (E, K} o aplicaţie : finită pe un cimp de H 
X: E >R, b) F(x — 0) = F (x) pentru orice re R, 
c "oprie ană X-i - * ^ adicá est inu da 
u proprietatea că X^!(A)& K, pentru orice AE, unde 3 este corpul mulțimilor bore- e continuă la stinga ; 


liene din R. 
c) F(— œ) = 0, F (+00) = 1. 
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— — 


Fie o variabilă aleatoare simplă X care ia valorile Tis Ty ..., Tn. Dacă se notează ; 


Ey = (e, X (e) = 2), dx ken, 


n 
atunci evident : U Ey =E și Ej|E;j—90, i-j. 
1 


Dacá se noteazá : 


Pi 


P (ie, X(e) = z;)), 


se obtine : 


$i se observá cá pentru a cunoaste functia de repartitie a acestei variabile aleatoare este 
suficient sá se cunoascá valorile pe care le ia (25,23, ..., Tp) cu probabilitățile respective 
(Pis Pos ++- Pn). 

Mulțimea punctelor (z;, pj), 1 Sj « n se numeşte repartiția variabilei X. 

Funcția de repartiție a variabilei X este: 


0 dacă r « rz, 
Pı dacă z, < T S La 
F (x)= į Pi ps dacă xr, < T S t, (1.96) 
1 dacă fa < T 
În cazul tn care X poate să ia valorile (X) ce cu probabilitățile: 
oo 
UP ERE Y Pk = 1) , 
1 
atunci : F (2) = Y (1.97) 


Pr: 
T 


"e 


Functiile de repartitie de forma (1.96) sau (1.97) se numesc funcfii de repartitie de tip 
discret, iar variabilele corespunzătoare se numesc variabile aleatoare discrete, adică varia- 
bile aleatoare care iau un număr finit de valori sau cele care iau o mulțime numărabilă de 
valori. 
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a acum variabile aleatoare care iau o infinitate de valori, a egida nu se 

j “un sir, adică variabila ia toate valorile din anumite intervale ale axei nu 
pjana ate "chiar toată axa). Acestea se numesc variabile aleatoare continue. 
"s pps variabilá aleatoare continuă, atunci : 


Se vor consider 
pot 
merelor 

Dacă 


f (u) du. (1.98) 


F (2) = | 


Aceasta este funcția de repartiție de tip continuu, iar funcţia f se numește densitate de 
ducis -titie rezultă următoarele proprietăţi : 
; ensitatea de repartitie rezultă urmatoare! FANS WIN 
e f(x) > 0, (y) x, deoarece funcţia de repartitie este crescătoare; 


p+ œ 
| f(x) de — 1, deoarece F (+ 00) — 1. 


- oo 


funcție de repartiție a variabilei aleatoare n — dimensionale 


Se este : 
ur E AN Xn) funcţia F : R” — R definită de relatia : 


EO dE Vor 


., Xn (6) < Tn)), 


F (Tis Las <<» Tn) =P (fe, X, (e) < tis Xa (€) € t». -- 


- <., £g) e R^. 
unde : (Ly, Tos ..., In) fn id: y 
Se numeste densitate de repartitie a variabilei aleatoare n — dimensionale 
X =(X, X į X4) o funcție f: R" — R, másurabilà Borel si astfel ca : 
4 =E lay Ag). * en $ 


o 


^ t 

| 

F (Xis Tar ..., Tn) = | TF | f (u4, ug, » - +» Un) duz du, ... dun» | 
— 00 — 00 


în cazul in care există această funcție. n^ TIN LE 
Conditia necesará si suficientà ca variabilele X si Y sá fie independente este cà : 


F (x, y) = F,(x) FAY), 


unde F(x,y) este functia de repartitie a vectorului aleator d prin ona (X, Y), iar 
F,(2) si Fs(y) sint funcţiile de repartiție ale variabilelor aleatoare X si de 
In mod analog, conditia necesará si suficientá ca variabilele aleatoare 


Y sá fie independente este ca: 


continue X gi 


f(x,y) = 10) fa U)» | 


unde f(x,y), f(x) si fa(y) sînt respectiv densitatea de repartiție a vectorului (X, Y), X 
si Y, x 
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9.1.4. Valori medii şi momente, Prin valoarea medie a unei variabile aleatoare X, se 
înţelege integrala : 


M (X) = | æ dF (2), (1.99) 


atunci cînd ea există. 


Dacă X este o variabilă aleatoare discretă, atunci : 

M(X) = V, P(X = ay) = 

Dacă X este o variabilă aleatoare continuă cu densitatea de repartiție f, atunci: 

TAR (2) = | 
Prin definiţie, expresia : 

M(X*) = Mj (X) = 

care este valoarea medie a variabilei X^ se numește moment de ordinul k al variabilei X, 


M(IX|*) = My(IXI), 


se numeste moment absolut de ordinul k al variabilei X. 


Dacă X este o variabilă aleatoare discretă care ia valorile v; cu probabilitățile 
- 00), adică are repartiţia: 


MAX) Y, at pis Mi 0XD= Y, lzipi, 
X este o variabilă aleatoare continuă cu densitatea de repartiție f, atunci $ 


M(X) = ( | z*f(r)dr; MIX |) = | | z|* f(x) dz. 
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ind dată o variabilă aleatoare X, atunci variabila X — M(X) se numește abaterea de 
: die a variabilei X sau pe scurt abaterea variabilei X si se notează de obicei cu X—m. 
i "Prin moment centrat de ordinul k se înţelege momentul de ordinul k, dacă există, al 


variabilei abatere (X — m), adică : 


M[[X—M(X)1*] = M¿[X—M(X)] = M(X) = my. (1.102) 


Se numeşte dispersie a unei variabile aleatoare X momentul centrat de ordinul al doilea 
m variabilei abatere, si se noteazá cu o? sau cu D? (X): 


c?— D? (X) = M [[X—M(X)]]] = M [(X—m]. (1.103) 


De obicei, gradul de împrăștiere a unei variabile aleatoare X se exprimă nu prin dis- 
persie ci prin abalerea medie pátratica, D(X), dată de relaţia: 


D(X) = o= l D? (X). (1.104) 


Referitor la aceşti indicatori numerici ai unei variabile aleatoare se pot enunţa urmă- 
toarele propoziții mai importante : 4 

— valoarea medie a unei sume de variabile aleatoare este suma valorilor medii ale 
termenilor ; 

— valoarea medie a unui produs de variabile aleatoare independente este egală cu 
produsul valorilor medii ale factorilor. 


— Dacă a este o constantă, atunci: 


M (aX) = aM(X); Mj(aX) = a*M(X); 


D? (X)— M(X?) — MAX). 


Valoarea medie a variabilelor X” Y? este prin definiţie momentul de ordinul (r,s) al 
variabilei aleatoare bidimensionale (X, Y): 


M, = ( afy!* dF(z,y) (r,s = 0, 1,2, ...). 
“Re 


În particular, momentele de ordinul (1,0) si (0,1), adică M; o şi Mo se numesc mediile 
repart ifiilor marginale ale variabilelor X şi Y. 


In mod analog se defineste momentul absolut de ordinul (r,s) al variabilei aleatoare 
bidimensionale (X, Y): 


M, a | |x|" lyi dF (x, y); (r,s =0,1,2,...). 
R 


“a 
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Valoarea medie a variabilei (X — M, 9)'( Y — Mo)" este prin definiţie momentul central 
de ordinul (r,s) al variabilei aleatoare bidimensionale (X, Y) : $ 


MĂ, =m, = | (2 —M, 0) (y— Mo): AF (2,9); (r,s=0, 1,2, ...). 
Ro 


Momentele centrate de ordinul (2,0) si (0,2), notate cu m 5 y Şi My 2, se numesc dispersi 
repartifiilor marginale ale variabilelor X si Y, iar momentul centrat de ordinul (1,1 ji 
adicá m, , se numeste covarianta variabilelor X si Y sise va nota cov (X, Y). $ 

Raportul : 


(XV y 
p(X, Y) = - An > (1.105) 


Vm, m.s 


este prin definiție coeficientul de corelație al variabilelor X si Y si are următoarele pro= 
prietáti : , 7 


—1«p(X, Y) «1; 
— dacă p (X, Y) = + 1, atunci între variabilele X si Y există o dependenţă liniară; 
— dacá variabilele aleatoare X si Y sint independente atunci p(X, Y) — 0. 


Se numește funcție caracteristică a variabilei aleatoare X aplicaţia 9 : R —C definită de 
relatia : 


p(t) = M(eitX)— ( eitt dF (x). (1.106) 
JR 


Dacá X este o variabilá aleatoare discretá atunci: 


P) = Y, pre s. 
k 


Dacă X este o variabilă aleatoare de tip continuu cu densitatea de repartiție f, atunci 1 


e(t) = ( eitt f (x) dz. 
R 


Fiind dată variabila aleatoare bidimensională. X = (X,,X,), care are funcția de 


repartiție F (+,,t,), se numește funcția caracteristică a variabilei aleatoare X, aplicaţia: 


9:R*— C definită de relaţia: 


AN = 9 (sta) = M (eilă)= | | e] AE. 
RR 
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Dacă f(1,,72) este densitatea de repartiție a variabilei X = (X,,X,) atunci: 


e(0 =f | gillii t tata) f (x23) dz, dz. 
RR 


9.1.5. Repartitii remarcabile 


9.1.5.1. Repartiția normală (sau repartiţia Laplace — Gauss). Se consideră o variabilă 
aleatoare X care admite densitatea de repartitie : 


(x—m)* 


(M=-_=e Y >. re(-o, +0); (1.107) 


unde m si c sint constant iar c > 0. Se spune in acest caz cá X este o variabilă alea- 
toare normală, iar funcţia ei de repartitie se numește funcţie de repartitie normală. 
Constantele m si c sint parametrii repartitiei normale. O repartiție normală cu pa- 
rametrii m si c se notează cu simbolul N (m, 02). 
+00 
Se observă că f(x) >0 s f(x) dz = 1, care arată cá aria cuprinsă între curba 
— o 
y — f(x) si axa x este egalá cu unitatea. 
3 Pentru a vedea care este semnificația parametrilor m şi o se calculează media si 
dispersia variabilei aleatoare X avind densitatea de repartitie datá de relatia (I. 107). 
Se obţine: 
+00 + 00 
x f(x)dx = m; D*(X)— | (x — m) f(x) de = o?, 


— 00 


M(X) =| 


— 96 


oren ce arată că m si c?sint media, respectiv dispersia variabilei care are densitatea 
de repartiție indicată in relația (I. 107). 
Se observă că funcția f(x) este simetrică faţă de m, in punctul x = m avind un ma- 
t ¡— 
xim egal cu 1/0 / 27. 
Grafic fr v : " A : - 
E enl funcției f(x) depinde de parametrii m si c si are forma unui clopot (clopo- 
în ete. care este cu atit mai ascuţit cu cit o este mai mic. 
gurs nm A N S T lr A + 
gura I. 95, a sint date graficele unor functii f(x) pentru diferite valori ale lui 


m Si acelasi Sie PET e E 5 t = A i 
43 6, lar in figura I. 95, b.sint date graficele pentru diferite valori ale lui c 
ŞI același m. à 


Parame i i ie, i | 
q, Dartmetru m definește axa de simetrie, iar c stabileşte gradul de „,turtire” al 
Variabila aleatoare U 


tt urmeazá artiți ï % ă densitatea s a 
repartiție este : 1 o repartiție normală normală dacă densitatea sa de 


i 1 = 
g(u) = Ya e “> ue(-—o,o). (1.108) 
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Dacă se compară cu densitatea de repartiție) (1.107), se observă că M (U) = 0 si e repartizatà : 
D*(U) — 1 si astfel aceastá repartitie are drept parametrii pe O si 1 si conform notatiej 


introduse se va scrie repartiția normală normatá cu simbolul N (0,1). 


est 


. | ad 939 2.9 
N (aym, + agna + +++ F On» ajoj T 0909 +... + a50$)- 


9.1.5.2. Repartifia binomialá (J. Bernoulli). Fie o urná care contine a bile albe si 
b bile negre (a + b = n) din care se extrage pe rind cite o bilá avind grijá ca dupá 
fiecare extragere sá se puná bila iesità inapoi in urná. In felul acesta, probabilitátile 
p sig de a scoate intr-o extragere oarecare 0 bilà albá (realizarea evenimentului A), 
respectiv o bilă neagră (realizarea evenimentului A) sint p = a/n și q = b/n, adică con- 
stante. 

Probabilitatea P,(x) ca in n extrageri independente evenimentul A să se realizeze 
a ori (să se scoată « bile albe) şi deci evenimentul A sá se realizeze de n — a ori 


ftx) 


de 
este: 


= 
X 


0 b X P,(x) = C&pxqn-«, (1.110) 


a 


O variabilá aleatoare simplá urmeazá repartitia binomialá dacá valorile sale, in 


Fig. 1.95. Variația curbei clopot Gauss pentru diferite valori ale lui m și o. 
g E I $ PERDE Rad RS ds 
numár de n + 1 au probabilitátile din formula (1.110), adicá are repartitia : 


Functia de repartitie a variabilei U este: E 
(Ca pkhqn-k) (a = 0,1, ..., n). 


Funcția de repartiție a repartitiei binominale este: 


u 
D(u) = | g(x) dx (1.109) 
Ae F(n;3'1)= » Pirlo) = b» CEp*gn-—«, 


«xc asr 


și este tabelată pentru a fi ușor folosită în aplicaţii. 


Dacă X este o variabilă aleatoare repartizată N (m, 62), atunci: d m tă 4 
Această repartiție care are parametrii n si p se va nota cu B (n, p). 


Funcţia caracteristică a repartitiei B (n, p) este: 
(D) = (peit + q)”. 


Media si dispersia repartitiei B(n, p) sint np si respectiv npg. 
E Dacá X, si X, sint două variabile aleatoare independente avind repartitiile B (nj, p) 
respectiv B (n,, p), atunci variabila aleatoare X = X, + X, este repartizată: 


Pa, < X < 2) = 0| — 


Momentele de ordin impar ale variabilei aleatoare X repartizate N (0,1) sint nule, 


(2r)! | 
iar momentele de ordin par (2r) sînt egale cu T ir 0.1.5.2). B (n, + ny, p). 
2'r! 


( n2 . pr n X 1 " de IE TORO 
s B» Repartiția Poisson. Această repartiție se obține ca limită a repartiliei B (n, p) 
pentru n — co si p — 0 astfel încît np să ráminá constant (np = 2). 


Momentele centrate de ordin impar ale variabilei aleatoare X repartizate N (m, o?) | 
În acest caz relația (I.110) devine : 


; : i Qr! , 
sint de asemenea egale cu 0, iar cele de ordin par (2r) cu ERIT m 
. 2 ri ^ 
> 
Funcţia caracteristică a variabilei aleatoare X repartizată N(m, o?) este Pola) = TA e, (1.111) 
202 
, imt E dant Act : 2/2 O varlal 
= > 1 ¿ > repar ă ] £ = e- t2, arlabilă aleatoare Y x Mi 3 A = ; 
e(t) = e iar dacă este repartizată N (0, 1) atunci q(t) e 2 bilă aleatoare X urmează repartiţia lui Poisson dacă are valorile œ = 0, 1, 


A : v , è 3 F > +++» CU probabilitățile : 
Dacă X,,X,,..., X, sint variabile aleatoare independente repartizate N (mi, oj 
ie [1, n] atunci variabila aleatoare: 


X a X T aX, E 4X5. 
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1 sistem rectangular de axe, obţinînd o histogramă dacă pe fiecare 


Această repartiție care are un singur parametru A se notează P()). E 
de pe axa absciselor se construiesc dreptunghiuri cu ináltimile 


N b SS a "aon : »enrezentatá intr-ur 
Funcţia de repartiție si funcţia caracteristică sint : fi reprezente 


intervalele egale 


gin tionale cu frecventele respective. Dacá histograma este construità astfel incit 
E int egale cu frecvențele relative, atunci aria totală a histogramei trebuie să fie 
aa - ini [ ariile $ B i 
en i i ih poate obtine poligonul frecvențelor dacă se unesc piintr-o linie po- 


a! , 

ale de asemenea, se E a : EN P si 

M T ES extremitátile perpendicularelor proportionale cu frecvențele, ridicate in mijlocul 
igo aly b mai; 


intervalelor de pe axa absciselor. Dacă capetele acelorași perpendiculare sint unite prin- 
in e E E . : m H 
tr-o linie curbá se obtine curba de distribulie. 


Media și dispersia variabilei X repartizate P(A) sint egale cu >. 
Dacă X, si X, sint două variabile aleatoare independente repartizate P(A), respectiy 


P(u), atunci X = X, + X, este repartizată P (X + yu). i 


esentiale ale ur 
este prelucrare gi fire pl 
ITA TES " Y icienL de mare de date cárora se doreste 
9.2. STATISTICĂ MATEMATICĂ E bim anumit indicator care sá le exprime sau sá le reprezinte. 
1 Media aritmetică. Dacă într-o selecţie valorile z,, Ta, ..., Ty apar de n, ori, de n 

9.2.1. Introducere. Statistica matematicá este o ramurá a matematicii aplicate care .. ., respectiv de ny ori, atunci media aritmeticá este datá de formula : 
se ocupá cu gruparea, analiza si interpretarea datelor referitoare la un anumit fenomen 
de masá, precum si cu unele previziuni privind producerea lui viitoare. 

Se numește populație statistică sau mai simplu populație orice mulțime de elemente o on Pat Mata o. H Pute 
care este supusă unei prelucrări statistice. 1 RU p? Tae 

Pentru a putea forma o populatie, toate aceste elemente trebuiesá satisfacá o pro- 
prietate comuná. Fiecare element al populatiei poartá numele de unilale statisticá sau 
individ, iar proprietatea comună care interesează statistica se numește caracteristică, Dacă există k observaţii za, Ta, ..., rj, atunci media gecmelrică a acestor valori se 

Dacă informaţiile sint luate de la fiecare individ al unei populaţii, aceasta este o 
enumerare complelă. Avind în vedere însă timpul, costul și problemele de organizare, de 
multe ori enumerarea completă este impracticabilă si atunci se va folosi informaţia ob 
ţinută de la un număr oarecare de indivizi luaţi la întîmplare din populaţia respe 
tivă. Aceasta constituie o selecție. 

După ce în urma observaţiilor s-au obţinut datele necesare sub formă numerică pris 
mul pas în interpretarea și analiza acestor date constă în reprezentarea lor grafică. 

În funcție de caracterul materialului si de problema care trebuie rezolvată se folosese 
următoarele tipuri de grafice : 

Hărţi rectilinii. Două caracteristici ale unui individ sînt reprezentate sub forma unui 
punct într-un sistem rectangular de axe. Diferite serii de date asemănătoare, clasifi 
cate după aceeaşi caracteristică pot fi reprezentate pe acelaşi grafic. 

Grafice circulare şi dreplunghiulare. Graficul circular este un cerc împărţit în diferite 
sectoare cu unghiurile la centru proporţionale cu diferite componente ale totalului. In 
graficul dreptunghiular cantităţile sint reprezentate prin arii sau lungimi așezate ori- 
zontal sau vertical. 

Pentru o mai ușoară interpretare a rezultatelor și pentru simplificarea calculelor se 
poate face o grupare a observaţiilor efectuate asupra unei singure caracteristici a unui Tot pe baza principiului de a reprezenta o serie de observaţii printr-o valoare mijlocie 
număr mare de indivizi. Pentru aceasta se împarte intervalul de variaţie într-un nu-- 
măr de intervale egale si se înregistrează numărul de observaţii ce cad în fiecare in- 
terval. Acest număr se numește frecvența absolută a intervalului, iar tabela care ne- 
arată repartiţia frecvenţelor în diferite intervale poartă numele de tabelă de frecvență. ^ Există : i 

Dacă frecvenţa absolută se notează cu f; atunci frecvențele relative se definesc prin” iar Q ae 3 cuartile Q1. Qs, Q, care împart repartiţia in 4 părţi egale. Q, este mediana, 

x 5 Q, se numesc cuartila inferioară respectiv superioară. 
E es mamar de 9) si percentilele (in numàr de 99) impart repartitia intr-un 
» respectiv 100 de părţi egale. 


ori, 
Ni H Ra.. +H ny 


defineşte ca rădăcina de ordinul k a produsului acestor valori : 


M x 
LK y 
G=Vx,%,...tx 
jar media armonicá H este valoarea inversá a mediei aritmetice a valorilor invers « 
seriei de observaţii : 


za intrebuinteazá mediana, care dacă toate elementele sint aranjate in ordinea mărimii 
or, este acel e RR" AS X x x 
= pe acel element care ar impárti acest sir in douá grupe egale ca numár. Dacá re- 
ar ic 5 » i a ie $ H H t H . w H 
artilia este simetrică, mediana coincide cu media aritmetică a valorilor observate. 


fi 
Pi = ter unde N reprezintá numárul total de observatii. Repartitia frecventelor poate 
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Modulul este valoarea din repartiție căreia ii corespunde frecvența maximă si care 
la repartitiile simetrice coincide cu media aritmetică si cu mediana (in afara cazul 
in care distributia este in formá de U). d 

Variatia valorilor caracteristicii cercetate în jurul mediei prezintă o importanță 
deosebită, deoarece cu cit valorile observate sint mai puţin împrăștiate (dispersate), 
cu atit mediile vor fi mai semnificative. Pentru caracterizarea variaţiei sint folosiți di 
feriti indicatori : 

1) Amplitudinea care se calculează ca diferenţă între valoarea cea mai mică si cea 
mai mare a caracteristicii studiate. 4 

2) Abaterea medie absolută care reprezintă media abaterilor faţă de medie, luate în 
valoare absolută : 


3) Dispersia de selecție. Dacă in n observaţii valoarea x, apare de n, ori, valoarea 


k i 
€, de rn, ori,,.., valoarea x, de ny ori unde y nj = n, atunci prin definiție dispersia 
= j 
de selecție este dată de: 
k 
: Lx = 
s2 = — 3 (xi — 7} ni. 
Kia 


4) Abaterea standard este rădăcina pătratică pozitivă din dispersie si se notează 
cu s, 

Forma unei repartitii se poate aprecia si din punctul de vedere al gradului de asi 
metrie pe care-l prezintă. Asimetria absolută a unei repartitii este definită ca diferența 
dintre media aritmetică si modul (Mọ) : 


Ale E My P 


Asimetria relativá se determiná dupá formula : 


uer EU ME, 


S 


9.2.3. Coreiatie si regresie. Dacă (%,, yj). «+.» (Uns Yn) este o selecție de volum m 
(numărul măsurătorilor sau observaţiilor) din populaţia concretizată de variabila alea- 
toare bidimensională. (X, Y), se numeşte coeficient de corelație de selecție, variabilă 
aleatoare : 


n 


Y) (2; — 9i — Y) 
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EL 


1 1 
T=- AȘ) 2 i — Y 
n 
1 


n 
Yi. 
dien, 


Coeficientul de corelaţie de selecţie r, ca si coeficientul de corelaţie teoretic p, este 


cuprins intre — 1 si + 1. Acest coeficient indicá gradul de legáturá intre cele douá va- 
riabile. Dacă r = 0 se spune că între cele două variabile nu există nici o legătură (sint 
necorelate), iar cînd r = + 1 între variabile există o legătură liniară. 


Aplicațiile x > M(Yla) si y > M(X/y) se numesc regresia lui Y asupra lui X 
respectiv regresia lui X asupra lui Y unde: 


+ o6 + ce 


yf (ylx) dy; M(Xly) = | xf(x/y) de 
— oo s! — 00 


M (Y|z) = | 


si reprezintă media variabilei Y condiționată de faptul cá X ia valoarea fixă x, respec- 
tiv media variabilei X conditionatá de faptul cá Y ia valoarea fixá y, iar: 


ONE f (x, D. fajz)-— f (x, y) 


fa (y) fı (2) 


se numesc repartitii conditionate unde : 


fí3)— | f (æ, y) dy; fa (y) = | — f, y) da 


» —o00 oo 


sint repartiliile marginale corespunzătoare lui X si Y, f(x, y) fiind repartitia comuná 
a douá variabile aleatoare X Y 

E. Ee M (Y/x) — az + b, unde a si b sint. constante, atunci regresia lui Y asupra 
u A se numește liniară, graficul ei fiind o linie dreaptă. 

Dreptele : 


c 
y—m,—9o—-(r—m);z—m,-g-( 


y — my) (1.113) 
01 05 


se numesc d 


1 


replele de regresie teoretică a lui Y asupra lui X respectiv a lui X asupra 


lui Y, Valorile o Lr M 91 EA ou EM 3 EM 
e $1 p —- se numesc coeficienţii leorelici de regresie liniară, unde 
Sı Oz 
Mi, m ? si g2 «i 
1* 2; OF $ 2.6 AS i .. 3 a. .. o. » Gk : 
ficient 1^. 9$ sint respectiv mediile si dispersiile variabilelor X siY iar p este coe- 
lentul de co i 


relaţie teoretic al aceloraşi variabile. 
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Dreptele : 


A 2 =x 
p-j=r eaa = ru (1.114) 
1 2 i 
85 


S 
" Am 2 : TÉ ? uf T" 
se numesc dreptele de regresie ale selecției, iar r — şi r—— coeficienții de regresie liniari 
s s * 
1 2 


B 


de selecție, unde: 
n 
Y (yi — YY 
1 
i , 
n— i1 


al variabilelor X si Y. 
sie coincid, toate [punctele (2z,,2,), .. i 
această dreaptă unică. y 


iar r este coeficientul de corelaţie de selecţie 
Dacă r = + 1 cele două drepte de regre 
(Un) ale selecţiei de volum n, găsindu-se pe 


ica cercetată a unei colectivități se presupune că " 
probabilitate (E, K, Pj unde elementele lui E sin 
K este un corp borelian de párti ale lui E, 


9.2.4. Teoria selecției. Caracterist 
variabilá aleatoare X, pe cimpul de 
elementele colectivitátii considerate, 


P este o probabilitate pe K. 
Variabila aleatoare X este complet determinatá de densitatea sa de repartiție fŒ) 


sau de funclia sa de repartiție F(x) = P(X < 12). Cunoscind funcția sau densitate 
de repartiție se poate determina valoarea medie si momentele acestei variabile. | 

Problema fundamentalá care se pune statisticii matematice este urmátoarea : dacá 
nu se stie apriori gi nici nu se poate determina apriori legea de repartiție a colecti i- 
tátii, cum se poate găsi pe baza experiențelor această lege de repartiție sau măcar 
caracteristicile principale care ne interesează. Această problemă se poate rezolva, fo- 
losind metoda selecției sau a esantioanelor. 


Se numeşte selecție o colectivitate parţială de elemente alese la întîmplare. Numărul 
de elemente din selecţie poartă numele de tolumul selecţiei. 
O selecţie se numește repetată sau nerepetată după cum e 
dus sau nu în colectivitate înainte de alegerea următorului. 
într-o selecţie de volum n valorile observate Tj, Ta» -++> Tn ale caracteristicii 4 
pot fi privite ca valori respective ale unui şir de variabile aleatoare Xy Xa , 
Dacă n, reprezintă numărul observaţiilor în care a apărut o valoare a caracteris 
X mai mică decit z, iar n este volumul selecţiei, atunci funcția empirică de repartilt 
a selectiei studiate se defineşte prin relaţia: 


lementul ales este reintros 


n 
FQ(x) = -—, 
n 


a numi de acum inainte funcţie te 


ar functia de repartifie F(x) a caracteristicii X se V 
reticá de repartifie. 


i 
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Glivenco (1933) demonstreazá cá: 


P [lim sup|F hs GE ea um 
DN piPa(2) EG 5:0] S1; (1.115) 


dind justificarea teoretică a folosirii metodei selecţiei 


Momentul de selecție de ordinul r este prin definiţie variabila aleatoar 
tt d e: 
(1.116) 


pentru r — 1, se obtine: 


Ev media de selectie. 

unctie f 3, Tos aaas Lp) de valorile obse ase pS 

e LR Astfel de functie de sac pap a Bc tema e pepe dă 

E oe Miri Ria P i omi de teoria probabilităților sint repartitii 

obtinute aod Mdh malá), spre deosebire de repartitiile empirice care sint 

mediei de selectie abut respevtiy atak oh int apio Eee OE RM NR 

afirmă că valoare: : P5: 3 E i 

E B" d inre ; pee de selectie este egalá su n e pori eie 

este EO nere GE ipie eae riis iip de vedere practic, cu cit volumul selectiei 

Bu a valorii mediei a colectivități. Mile apa aci E e Oui ue queda 
“Momentul central de selecție de ordinul k este prin definiţie variabila aleatoare : 


m, = M)" + (£4 — M)" +... + (aa — Mpk 
A . (1.117) 


Dacá existá M(X) — 4 
BEC mi ] or. m, Mani = 0240 si M (|X— m|?), atunci variabila alea- 
Dacă (2, ai n) n asimptotic repartizatá N (0,1) 
aleatoare re : Tos ıı., Tp) este o selecţie dintr-o ie i 
E 'partizatà N s : populatie caracterizatá de ariabilá 
EV rr es 0”), atunci media de selecţie z, este MA N y e 
1<j<k eai s. inj) ASjSKk sint k selectii independente din populatii en a q 
5 à (xj) 1<j<k sint mediile de selecţie, atunci tr dei bil yl ei xe 
ar : ariabila aleatoare 


1; este repartizată : 
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"m a , n əz Teoria estimatiei. În multe aplicaţii ale statisticii matematice există motive 
aria aleatos nd densitate repartitie : 9.2.5. Teoria es > > E s : : £ A 
Variabila aleatoare avind densitatea de re[ : retice pentru a putea admite că repartiția fenomenului care ne interesează este dată 
E functie cunoscutá in care intrá anumili parametri cu valori necunoscute. 
a arte ten ae O repartitie se numește specificată dacă este exprimată printr-o funcție dată in care 
Nae r aa a SA intră anumiți parametri necunoscuți. j i Pe 
eS n 4 (1.118) O repartitie exprimatá printr-o functie datá in care intrá anumili parametri, toti 
2" er 4 cunoscuţi, se numeşte repartiție complet specificată. 
2 Operația prin care se determină valorile parametrilor se numește estimarea parame- 
trilor, ce poate fi punctuală (pentru fiecare parametru se determină o anumită valoare) 
se spune că urmează o repartiție y? cu n grade de libertate. sau se poate determina un interval de incredere care sá acopere parametrul cu o proba- 
pililate cit mai mare. | 
Dacă (224, Xa... Vn) este o selecție dintr-o populație caracterizată de o variabilă Fie A un parametru al colectivitátii generale (medie, dispersie, mediană etc.) si £j, o 
n ( funcţie reală definită pe mulţimea valorilor de selecţie ; dacă fj (X1, Tos ..., Uy) converge 
aleatoare repartizată N (0, o?) atunci variabila aleatoare x = 25 x? este repartizată y in probabilitate cátre parametrul A cînd n — co, se spune cá t, este o estimafie a valorii A 
1 Dacá : 
cu n grade de libertate. > , 
i $ : A Ms LAM S. d E 3 E M [tu (24, La -«., 29)] = A; lim D* [f (Ey, Las +++, ta] — 0; 
Dacă f este densitatea de repartiție a unei variabile aleatoare X, atunci f(x) de het 
se numește probabilitatea elementară a acelei variabile, iar repartiţia care are probas 
bilitatea elementară : E z E 3 : " 
se spune că ly (Ti, Ta, - . -> Tu) este o estimafie absolut corectă pentru A iar dacá: 
* M [ln (25; 25, + <<» Tn] — A+ 0 (n); 
nt n+1 
"ETT Tc lim D? [t (2,, To, ..., 2,)] = 0, 
f(z) dx = — 14 - dz, (1.119) EE 
` 1 n 
Ian 9 se spune că tn (Tis To, ..., Tu) este o estimafie corectă pentru A. 


Momentele de selectie sint estimatii absolute corecte ale momentelor teoretice. 

Fie f(x, x) o familie de densități ale unei repartitii specificate continue (g fiind un 
parametru real); «* (x1, La, ..., 24) o estimatie absolut corectă a parametrului a, atunci 

Dacă X si Y sint două variabile aleatoare independente repartizate N (0, c?) si rezultá inegalitatea : 
respectiv y? cu n grade de libertate, atunci variabila aleatoare t = XI Y/n esté 
repartizatá Student cu n grade de libertate. 


poartă numele de repartiţia Student cu n grade de libertate. 


Dacă (Xj, Tas «.., Tp) este o selectie dintr-o populatie N (m, c?) atunci variabila D? [a* (x 2] > 1 
ET ". J " Le CES Ae — n y" = -— 
(x — m) [n A : 2: 3 =* 3n f(x i 
aleatoare [ = gima unde s?— i Y (x; — 1)?, este repartizată Student cu ad Zer de f(x, œ)dx 
s g= 1 da 
T 00 


n — 1 grade de libertate. i 
Dacă variabila X care caracterizează colectivitatea este repartizată normal, alun 
media si dispersia de selecție sint variabile aleatoare independente. 
Se poate considera o selecție (x, Y1), (Tas Ja), -- -s (ns Yn) dintr-o populaţie caraca 
terizată de vectorul aleator (X, Y) care are o repartiție normală bidimensională $ 
coeficientul de corelație p = 0. In aceste condiții, variabila aleatoare : 


egalitatea avind loc numai in cazul in care In f (x, x) are forma particulară : 
In f (x, a) = A' (x) [L (x) — a] + A (a) — N (x), 


unde L (x) și N (x) sint funcții de x, A (x) este o funcție de g, iar A'(x) este derivata 
funcției A (a). 


r 


t=Vn-=2 === unciia 2% (zi, ..., Xy) pentru care minimul este atins are expresia : 
Vi — r? 


> pentru nx;3, 


1 
yt " ^" NA d 1 
unde r este coeficientul de corelaţie de selecţie, este repartizată Student cu n — 2 gf? a^ (essc Li pi [L (2,) + Laz) e Liam). 


de de libertate. 
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Estimatia absolut corectă a* a parametrului œ se nume te eficientá 
Mii seu ae ste eficientá dacá are d 


Estimatia « (21, » +», Tu) se numește estimalie de maximă verosimilitate dacă x e 
un maxim al funcţiei: Si "M 


PG e % 30) = [DE f (21,0), (1.120) | 
> ! 


care se numește funcție de verosimilitate, œ fiind parametrul care trebuie determinat, 

Dacá 7,,..., Tn Sint considerati ca ficsi funcţia de verosimilitate devine o funcție 
numai de «, P (x) si problema găsirii estimatiei de maximă verosimilitate se reduce la 
problema găsirii valorii lui x care maximalizeazá P (a). H 


j i se considerá selecţia z,, To, „e ao Y din populaţia caracterizată de variabila aled- 4 
oare X, avind densitatea de repartiție f (x, Ay, Ag, ...,. Xr) depinzind de r paramet 
94, +» +, %, atunci metoda momentelor, de estimare a acestor parametri, constă in egalarea- 


primelor r momente teoretice în primele r momente de selecţie (care sint estimatii ab- 
solut corecte ale momentelor teoretice). h 


Rezolvind ecuațiile obținute in ra " ii PI i 
t i port cu parametrii necunoscuți œj, Ag, ..., p Se 


A A 
obţin estimatiile (sias 3 a es Ütp- 


Intervale de incredere. Se pot stabili niște intervale numite de incredere înăunt 
cărora să se poată afirma localizarea valorii certe a parametrului x cu probabilitatea (re- 
lativă la interval) mai mare decit 1— e, € fiind arbitrar de mic. 1 


Astfel dacă a, (2, ..., 2) DE (2, +++, Tn) sint estimatii corecte ale lui a, inde- 
ves ee intre ele, una superioará si alta inferioará, in intelesul cà fiind dat e oricit 
e mic: q 


P [(«, — e) >0]> 1 — e si pile — x) >0]> 1 — e, 


rezultá cá probabilitatea ca « sá se găsească între a, si x, este mai mare decit 1—2e. 


9.2.6. Statistica ordinei. Statistica ordinei studiază selectiile 2,, x,.....2 corespun- 
zátoare unei variabile aleatoare X din punctul de vedere al relatiei de ordine dupá má- 
rime. Aranjind valorile z;, ..., 2, in ordine de la cea mai mică la cea mai mare, astfel - 
incit se atribuie sufixul (1) celei mai mici observatii si (n) celei mai mari, se 'obtine 
o nouá variabilá T(), +++, T(n) care se numește statistică de ordine. i 

Se poate demonstra că : 


— dacă F(x) este continuă, atunci variabila aleatoare y = F " 
partiție : aleatoare y = F(x) are funcţia de re- 


0, dacă y <0 
H (y) = P [F (2) < y] = 


y, dacă 0<y< 1 


1, dacă y > 1 
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dacă F(x) este continuă, atunci variabila aleatoare log are următoarea .. 


F (x) 
functie de repartitie : 
1—e-^V „dacă y>0 


xy) = 
0 , dacá y — 0 


Cercetárile se sprijiná pe aceste douá rezultate importante referitor la variabilele 
care posedá o functie de repartitie continuá. 


10. NOTIUNI DE PROGRAMARE LINIARÁ 


10.1, DEFINITH, FORME DE SCRIERE A PROBLEMELOR 
DE PROGRAMARE LINIARA 


Programarea liniará se incadreazá intr-un capitol mai vast numit programare ma- 
tematicá, care constá in optimizarea (maximizarea sau minimizarea) unei functii nu- 
merice de una sau mai multe variabile, in conditiile cind variabilele sint obligate sá sa- 
tisfacá anumite restrictii. 

Funcţia ale cărei valori maxime sau minime le căutăm se numeste funcție obiectiv, 
funcţie scop sau funcție de eficienţă. 

Restrictiile problemei constituie un sistem de relaţii (ecuaţii sau inecuatii) determi- 
nate de condiţiile in care se desfășoară problema analizată. Dacă atit sistemul restric- 
tiilor cit si funcţia obiectiv sint funcţii liniare de variabilele problemei, atunci se obține 
o problemă de programare liniară sau program liniar. În caz contrar rezultă un program 
neliniar. 

Un exemplu de programare neliniară îl constituie problema de programare pălratică, 


unde restricţiile sînt liniare, iar funcția obiectiv este pătratică : 


n 1 n n 
(tuse + ta) = ph pj tit 3 Y Y Cjk X; vy |* 
f=1 j=1k=1 
Dacá atit restricţiile, cit si funcția obiectiv sint funcţii convexe, rezultă o problemă 
de programare convexă. 
la y € . * t n * n 
Pentru a putea serie o problemá de programare liniará, se folosesc notatiile : 


N = (1, ..., n] mulţimea numerelor de la 1 la n 

En ins Yos -- -p Yn) ER”, un vector fixat in R” 

= ($,, 5, ..., En) e R” un vector variabil in R^ 

= (xij), matrice cu m linii şi n coloane cu «;;j& R 
= (B;) & R” un vector in R” 


| M= (1, ..., m) mulţimea numerelor de la 1 la m 


ao 
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Astfel, problema de programare liniară se scrie : 


¡Ej max (min) 


£20; jeT EN 


n E 
«E; < Pis ieSc M (1.121) 

j- 

n d 

S ey Es = Bi; ts 

j=1 


Această formă (I. 121) se numeşte forma generală de scriere a problemei de progra- 
mare liniară. Deci, trebuie sá se determine n variabile č}, ..., £j, satisfácind m restricții 
(ultimele două relații) astfel încît să maximalizeze sau să minimalizeze funcția obiectiv 
[cx max (min)]. De obicei, variabilelor č}, ..., En li se impune o restricție in plus, con- 


ditia de nenegativitate, rezultind din interpretarea lor fizică in probleme concrete: - 


Ej>0, je T. Deci în relația (I. 121) conform definiţiei problemei de programare liniară 
rezultă de maximalizat sau minimalizat o funcție obiectiv liniară în condițiile cind va- 
riabilele sînt obligate să satisfacă nişte restricții care sint liniare. Restrictiile sint ul- 
timele 3 relații din relația (I. 121). În afară de această formă generală de seriere mai 
sînt încă două forme. Astfel, dacă se ia cazul particular cind 'T = N si S = M si notind- 
cu aj linia i din A cu a? coloana j din A, atunci problema are forma : , 


cr max (min) 
DOS 
a X < Bj; 


care se numeste forma standard de scriere. Ultima relatie din (I. 122) mai poate fi scrisă 
şi astfel: 1 


(1.122) 
(v) ie M, 


n 
Arx b sau Y a čj <b. 
j=1 


Luind cazul particular cînd T = N si S = Ø se obţine: 


Peg max (min) 


220 
iS == 5 


numită forma canonică de scriere a problemelor de programare liniară. Fácind obser m 
vatia ca orice problemă de minimalizare se poate pune sub forma unei probleme de ma- | 


b 


(1.123) 


ximalizare prin schimbarea semnului lui y; čj, in continuare se vor analiza doar proma 


blemele de maximalizare. 
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Aceste 3 forme de scriere sint echivalente : orice problemá standard sau canonicá 
este si o problemá generalà deci rezolvarea unei probleme generale cuprinde in caz par- 
ticular rezolvarea celorlalte douá forme si reciproc : se poate reduce o problemá gene- 
ralá la o problemă particulară (standard sau canonică). Nu se va demonstra această 
afirmație, iar in continuare se va scrie oricare din aceste 3 forme, pentru a da proprie- 
tati globale ale problemelor de programare liniară. 


10.1.1. Noţiunea de soluție optimă. Un vector x care satisface această problemă de 
programare liniară, adică satisface restricţiile problemei si în plus maximalizeazá funcţia 

g 
obiectiv. 

10.1.2. Noțiunea de soluție posibilă. Un vector x care satisface numai restricțiile pro- 
blemei (ultimele 3 relații din (1.121), fără să si maximalizeze. 

Uneori se mai folosesc si denumirile de plan posibil in loc de soluție posibilă si plan 
optim in loc de solutie optimá. 


10.2, NOTIUNI CU PHIVIRE LA REZOLVAREA SISTEMELOR 


DE ECUATH LINIARE 


In vederea rezolvárii unei probleme de programare liniará trebuie introduse citeva 
notiuni cu privire la rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare. Se va folosi metoda sub- 
stitutiei sau a lui Gauss. 

Fie un corp K oarecare si vectorii ate K”; ¿=1, ..., s care sint liniari independenţi. 

Fie niste vectori b! & (ai) deci nişte vectori care aparţin subspatiului generat de vec- 
torii a^ € K", adică: 


(1.124) 


á 
b! = y ej; ai, unde: j = 1,...,n; e¿eK. 
i=1 


Relatiile (I. 124) pot fi aranjate astfel : 


Esn 


a un vector b* trebuie vázut in ce con o 1 
să rámina n» asa fel ca sistemul nou obtinut (a, a?, T a”, O ER e -„0*) 
Bun. ae (atunci va genera acelasi subspatiu ca sistemul de vectori 
al st gi sească o nouă exprimare a vectorilor b!, ..., b" în funcţie de noua bază 
y ut 


conditii poate fi introdus in locul vecto- 


5. 
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Teoremá. Se poate înlocui b^ cu a’, astfel ca sistemul (at, ..., b^, ..., 0%) să rămînă. 
liniar independent dacă și numai dacă €, =Æ 0 si in acest caz exprimarea lui bt, |, ., bh în. 
funcţie de noua bază va fi dată de relaţiile următoare : 


mao , is De mai 5 ^ uh i 

în aceste condiţii, sistemul are o soluţie & 97 4 papa tnt B7, = 0 şi soluţia 
ste tocmai ceea ce se obţine în coloana lui b. 

B es 


Solutia (Bj; doc 87) este o soluţie fundamentală a sistemului ; s determinant aici 
ocmai rangul matricei A. 


"Nes - 
En = eij — -` c este 1 


1J 


E an (1.125) - 


Exemplul f. Sá se rezolve sistemul : 


unde elementul s; se numește pivot. 
Folosind această teoremă, rezolvarea unui sistem de ecuaţii liniare se face în felul | 
următor : 4 
Fie sistemul de ecuaţii liniare: 


Se formează tabelul : 


unde: be R” (vector în RP); qi = col. matr. A; aje R”; x = (je Ki 
A rezolva acest sistem înseamnă a găsi o scriere a lui b ca o combinaţie liniară de 
1 ] A 
vectori a. 
Vectorii al, ..., a" si b ca funcții de baza canonică uy, ...,u,,, se vor exprima astfel; Jj 


at quo TTE damn E 
qe. i [— [ 
| 
Uy | 09 an | B4 , 
1.126) : em 
Ug Ao] Xo» Xon Bs ( 26) Elementul din linia 1, coloana 1, adică ay este Æ 0 putindu-se înlocui vectorul al in locul lui 
| | 4 se obține tabelul transformat, folosind formulele (1.125), adică : 
| | 4, 
N^ r- 
Uy, | Xu, Ama Amn | Bm | 
unde &;; sint elementele matricei A. În locul lui u4, ..., Um se introduc vectorii al, ..., au 


folosind teorema anterioară, transformindu-se tabloul succesiv conform relaţiilor (I. 125). — 
Se presupune că s-a putut sá se introducă s vectori at, ..., a° (printr-o renumerotare —— 


sint primii), obtinindu-se tabelul : “Y "a | 
^ 
l'as dq x rescate sod D u| 0 -12 6 
Sea pa P IIE, pa " 
at | 1 0 0 | 81 S-au impartit elementele primei linii cu elementul xp =2, adică s-a folosit relaţia èy adim NO e 
> £ 
2 a? Transf T ^ ik 
2 | 0 1 0 L | Bs Pransformarea celorlalte 3 linii s-a făcut conform formulei : 
= | "4 | 
| | d c ik "uj " 
M | q "p fy E pentru i X l. 
as |0 0 $^ k In continu; x 
PA MIA rs | » - mare, deoarece elementul X3, = 340 se înlocuieşte a? in locul lui ta: 
+ € 
u, |0 0 0 0 p 1 | al a a as am | d 
mS — 1. E zi — 
| 1-256. 0 0 -1/8 | 2/3 
| 0 1 —1/2 1/2 —65/6 | 1/6 
NON 0 0 0 | 0 
| 
ERIT 0 0 021 40 
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Se observă că s-au putut înlocui doi vectori, iar în coloana lui b s-a obţinut zero pe 
ponente ale lui b, deci conform teoriei generale sistemul are o soluţie (2/ 
egal cu 2, 


METODA SIMPLEX DE REZOLVARE A PROBLEMELOR 
DE PROGRAMARE LINIARĂ 


ntru celelalte Com. 
+ 1/6, 0, 0, 0), rangul matricei fiind 


Exemplul 2. Să se rezolve sistemul: 


Fie o problemă de programare liniară 4 scrisă sub formă canonică : 


t — ta t ty =0 f fj 
1 cx max (funcţie criteriu) 
tı — 2% + 3% = 1 
us re md " 4 restrictiile problemei. 
37, + ta + 224 = 2 1 
z ; - istá : ie + sibilá (care satisface deci restrictiile pro- 
20 + 32 — $4 = 1 Se presupune cà există o soluţie 3 0, posibilă (care satisface bo ! iud 
bl mei) Din teorema anterioară rezultă că aceste restricţii au $i o so Ba wer y i i 
j à i femi ă o Es); fie imea vectorilor a? cu proprietatea cá £; sin 
A "uf b a a a*| b la bază, ce se notează cu z = (£;); fie multimea v ectorilor a? cu prop Sj 
% RR f nenuli (această mulțime este liniar independentă prin ipoteză). 
1 | x qui ^ H t j m 4 T ei T^ .. 
ls - * EXE bu : y De asemenea, se presupune că această mulțime de vectori sint tocmai prima 
E P t; se vor leta cu at+1, ..., a? astfel ca aceștia să constituie o bază 
ta 1 TEE: 1 ttg 0 A d, 0%, o sss 0% Se VOL COBIPICUANO AAA i voia le Maen MA 
| | | p i pentru subspatiul generat de coloanele matricei A; s este deci eee a Hé A. * 
| i 2 : : titanio P " me ns e I 
koi à DUE Lua li 1 A FADE Acest sistem de vectori al, ..., a? constituie o bază a problemei de programare 
ua | 3 1 24 8 u 0 4 -1 2 niará. 1 uo AM 24 6. TUR 
; | ; Pentru aplicarea metodei substituliei se construieste tabelul : 
us | 2 3 -1 1 us 0 5 —3 1 
^ ke Ap LE E e ut: i 
at a a? b | at a a? b 4 
at. Tx 0 -1|-1 al 1 0 0 1 
a? | 0 1 1 a? 0 1 0 3 1 
tg | 0 0 4 a? NO 0 1 2 
Ya | 0 0 7]| 6 ua 0 0 0 |-8 | 
| —vY 
Us | 0 0 7] «8 us | 0 0 o |-8 pu 


Sistemul este incompatibil (nu s-a obtinut 0 pe ultimele două linii in coloana lui b). Rangul matricei 
este egal cu 3. 


Sus, pe prima linie există toate coloanele matricei A, iar în stinga numai acelea care 
sint în bază. 
Se introduc mărimile : 


10.2.1. Noţiunea de soluţie de bază a unui sistem de ecuaţii liniare. Fie sistemul: 


n 

y a! Ej=b. O soluţie x =(E;) a acestui sistem de ecuaţii se numește soluție de bază 
j=1 » 
sau soluţie fundamentală dacă vectorii a? cu proprietatea că E 0, sint liniar inde- 
pendenti, 


8 
Y A (1.127) 
S = Y Sij Yi: ( ; 
i -1 


iar C, este valoarea problemei pentru soluţia considerată : 


O soluţie a unui sistem de ecuații liniare obţinută cu ajutorul metodei substitutiel 
este intotdeauna o soluţie fundamentală. Soluţiile nenegative si de bază ale sistemelo > 
de ecuaţii liniare sint necesare pentru problemele de programare liniară. 


Teoremă. Orice sistem de ecuaţii liniare care are o soluţie nenegativá are si o $07 
lutie nenegativă de bază. 


unde c 


= (yi), rezultind : 
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Teoremá. Dacá toate difer 

entele C; — y; si 

soluția optimă a problemei 4 Miu 
Deci y ; 
tape gebat edi M deme loti j, s-a gásit o solutie optimi 
Dac xist: A el ca Cr — yx — 0, a i Api 
Cazul I. Dacă e, sint < 0 pentru d ut ^e. etanol otia MN 

optimă. e 
Observaţie. În mod obligatoriu k 

^ i 5 u k> s pentru cá i arte ingá 
tricea unitate, deci pentru k < s eritin; NM dos 


0, atunci soluţia x consideratá este 


o = yj, adică t; — Y; — 0. 


Cazul II. Existà E se v E] F 
Există 1, 1x 1<s astfel ca £i; > 0. Acum se va aplica o substitutie i 
. ries 


EN € 
min. ÁS 
Ej] >0 Etk Elk 
Acest mini ; i y 
a Mea 2 pu 7 pentru un anumit indice l; ar putea fi atins pentr i 
btine alege unul din ei. În continuare se înlocuieşte a' (di ază i 
obţine un nou tabel: te a (din baza) Cl 
M. 
a 
| +. IE Này. ps a, a^ | b 
a, | 
j | , 
| Kk 
| 
"Lar ME 
| | 
k | DM | 
a | ij 
I 
al | | 
ze | 
| 
a? | e 
1 | >s 
În acest mod se obti | 
s e obține o nouă soluti 
„AR acest d t utie de baz? é a ; i 
pi ba ha GA Eee $ bază, care este de asemenea nenegativă 
Dacă €; — y; S ti 
ă Gj y; S 0 pentru toti j, s-a găsit soluti: imă ; i 
sS M ti J, s-a gè soluţia optimă ; in ca i 
cazurile I sau II etc. Acesta este algoritmul merdeka Die contrar M 
Exemplu) 3 : ES 
En — Es + Es — 35, + Es — Es — 35, max 
E¿¡>0 q 


95, čs + Es =6 
Es + 


abelului este ma- 


-., 5, atunci problema 4 nu are solut z 


tării in baza a^, 
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Folosind teoria generală, se întocmeşte tabelul : 


| at a? a? a a5 as a, | b 
y | 0 0 3 0 1 1 0 6 
ua | 0 1 2 ues 0 0 0 10 
| 
uy | 1 0 0 0 oO” ri 0 0 
| 
uw, | 0 0 1 0 0 1 1 6 


în locul vectorilor tr, Uz» Mas V4 din partea stingă se poate scrie a respectiv a?, a!, a7, conform reprezen. 


a?, al, a? astfel: 


m as a? | b 


1 | at 1 0 0 0 0 —1 0 | 0 
| 
| | 
-3| a 0 0 1 0 0 1 i 41$ 
z i ] nj N VITA 
| | 0 0 —3 4 o -2 0 | 


unde o solutie posibilá este (0, 10, 0, 0, 6, 0, 6). i 
Pe ultima linie se caleuleazá diferentele [e — Y; ,unde [e se obtine cu formula (1.127). Pentru uşurinţă, 


in stinga se mai introduce o coloană, punind coeficienții Yi corespunzători. Dacă toate diferențele (4^ — Y; erau 
timá. Existind si valori nazativa s2 examinează toți Zik şi 


20, atunci rezulta cà soluţia posibilă era si op 
E 


e cazul II si se va face o substituție. Se calculează min pen- 
Eik? O Eik 
pentru elementui 


se observă că nu toti sint <0; acesta est: 


— 3 gi se observă că minimul este atins 


tru cele din coloana lui a? unde Ga — Ys = 
e = 3 si se înlocuieşte în bază pe a? în locul lui a5. Astfel, se obține următorul tabel transformat: 
| la a? as at as as a? b 


1 
0 


0 


0 0 0 —1/3 2/3 EE 


0 


0 0 


0 


3, obtinindu-se : 


Acesta este din nou cazul II si se inlocuieste a9 in bază in locul lui a 


| at a* a? as as as a? 
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Deoarece toate diferentele [e e sint 220, înseamnă că s-a obținut pe coloana lui b, 


solutia optimă ; 
(6, 10, 0, 0, 0, 6, 0). Valoarea este Ga = — 10. 


Interesează dacă acest algoritm este finit (nu trebuie să existe un număr infinit 
de substitutii). 

Teoremá, Dacá problema de programare liniará este nedegeneratá, acest algoritm — 
este finit. 42. 


n 
Problema de programare liniará se numeste nedegeneratá cind orice solutie posibilà 


de bazá a lui &, are exact s — rangul matricei A, componente nenule. 


S-a văzut cum se poate găsi soluţia optimă, cunoscînd o soluţie posibilă de bază, | 
Se observă că întotdeauna se poate considera b>0, iar rangul matricei A se poate con- 
sidera egal cu numárul de ecuatii ale sistemului. 


Pentru găsirea unei soluţii posibile de bază, se va introduce un vector — 
Y = (M1 ...5) € R” si se consideră problema ajutătoare 4 : 3 


— yv max í 


€ 


a cz, gy => (1.128) 
Ax + Ey =b 


unde v este o matrice linie: v = (1, 1, ..., 1) € R”, iar E matricea unitate : 4 
1 Uhri s Q 
Qu sed . 0 
E = . è 
0 1 1 E Pe prima linie deasupra, s-au pus coeficientii lui y din functia de maximalizare (0, 0, 0, 0, — 1, — 1,—1) 


O soluție posibilă de bază este imediată «+ — 0 si y — b si se va rezolva prin metoda simplex 
pentru à gási solutia optimá. 
S-a obţinut soluţia optimă pentru problema & si anume (0, 4, 11/2, 1/2, 0, 0, 0) observindu-se cá va. 
loarea este 0 ; atunci, conform teoriei generale problema & are o solutie posibilá care este decl (0, 441 1/2, 1/2). 
Acum se va rezolva problema 4 pentru care se cunoaşte o soluție posibilă de bază şi conform algorit- 
mului metodei simplex se obţine : 


atunci problema & are o soluţie posibilă (3, problema & are o solutie optimá cu pro- 
prietatea cá y — 0. 


Deci, se rezolvá problema 4 cu metoda simplex (pentru ea solutia posibilá de bazá i 
e imediată : r = 0 si y = b), si-dacá valoarea problemei este zero (— yv = 0) atunci — E "Ip 
s-a gásit o solutie posibilá de bazá pentru problema 4, 


Exemplul 4. Sá se rezolve problema de programare liniará : 


0 


s-a obținut soluția optimă (3/2, 7/2, 11/2, 0). 
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10.4. DUALITATEA ÎN PROBLEMELE DE PROGRAMARE LINIARĂ 


Fiecărei probleme de programare liniară îi corespunde o altă problemă de programare. 
liniară, numită problema sa duală. 

În acest caz, prima problemă se va numi problema iniţială, 

Soluţiile optime ale acestor două probleme, dacă există, sint strins legate între ele, 

Fie o problemă de programare liniară 4 scrisă sub forma cea mai generală : ng 


cx max 

40 Je Ts TEN =). BS ze; = (E, e, Ea) 
a; £ S bi; ies; SCM = fym) 

a; x = Bi; i&s 


unde : 
SER" = (Er 


-s Én) CER e = (Yis Y) A = (oj) E" 


si s-a notat cu a; liniile matricei A, iar cu af coloanele matricei A; 
be Ru b (Bi 


X^ Bm)- 


Duala lui X notată 4* se defineşte astfel: : 


by min 


"qi 20; ies 
wm (1.129) 


dy Sys JET 
) 
dy = j&T 
unde : í 


ye R^; y = (M ..-, %m)- 


În cazurile particulare se obţine: 


— cind problema este scrisă sub forma standard : 


cx max by min 
cro avem : A*ty>0 
Arx b dy «vj adică yA >c à 
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— cind este scrisă sub forma canonică : 


cx max 4 
by min 
a 4x20 se obține: gr 


Az=b 


yA >c 


Proprietăţi : 

1) (4*)* = 4, duala dualei este problema initialá. 

2) Dacá z, y sint solutii posibile pentru 4 respectiv 4* atunci cx <by. 

3) Dacă {x si y sint soluţiile posibile ale lui 4 respectiv 4* si dacă cx = by, atunci 
x si y sint solutii optime. 

4) Prima teoremă de dualitate. Fie & o problemă de programare liniară si 4* duala 
ei, atunci: 

— dacă & are sol ulii optime = 4* are soluţii optime și in plus v(4A) = v(A*), unde 
prin v(4) s-a notat valoarea funcţiei criteriu pentru o soluţie optimă ; 

— dacă A si &* au soluţii posibile => 4 si &* au și soluţii optime și în plus v(4) = 
= v(4*); 

— dacă 4 nu are soluţii optime = 4* nu are soluţii optime. 

5) A doua teoremă de dualitale (teorema de echilibru). Dacă & este o problemă de 
programare liniară (de maximalizare) si 4* duala ei (scrise sub formă generală) și 
x, y două soluţii posibile ale lui A respectiv 4*, atunci x și y sint soluţii optime & sint 
îndeplinite condiţiile : 


aix <BiDm=0; dy> Yy Éj =O. 


10.5. PROBLEMA TRANSPORTURILOR 


Una din primele aplicații ale programării liniare este problema transporturilor, care 
se enunţă, in general in modul următor: 


Un produs omogen se fabrică în centrele P}, .. 


., Pm în cantităţile B,. ..., Bm si se 


consumă în centrele Q}, . 


. +» Qn în cantităţile Bj, .. 


. B7. Cunoscind costul y;; al trans- 


portului unei unităţi de produs de la centrul P; (i = 1, ..., m) la centrul Q; (j — 1, 
>=» +» D), se cere sá se determine numărul de unităţi £;; care trebuie transportate de la 
P; la Q;, pentru ca cheltuielile ocazionate de acest transport sá fie minime. 

Aceastá problemá poate fi exprimatá asa: 


n m 


pP. TS 


j=1 i=1 


P221 


,. VR a. i 
ij > Bj; Si čij min 
i 


m n 
ȘI are o soluţie posibilă e Y Bi > Y pi. cind materialul este suficient de divizibil. 
i-1 j=1 
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Se demonstreazá cá aceastá problemá se reduce la o problemá unde inecuatiile se 
inlocuiesc cu ecuatii : 
Y Yij Gig min 
d 


Mihoc, Gh. si F irescu, D. Statistica matematicá, Bucuresti, Editura didacticá 
Mihoc, -5 > 


i pedagogică, 1966. : 7 a. E 
^ Idae h. si Urseanu, V. Matematici aplicate in statistică. București, Editura 
án Academiei Republicii Socialiste Románia, 1962. Me "ow > 
15 M i hoc, Gh. si Nădejde, I. Programarea matematică. Bucureşti, Editura stiin- 
ificá, 1966. | 1 T 
1 ET. olescu, M., Dinculeanu, N. si Marcus, S. Manual de analiză mate- 
E matică vol. I si II. București, Editura didactică și pedagogică, 1963. b aTi 
Rei se her 'C.. Sámboan, G. şi Theodorescu, R. Teoria probabilitá- 
“rilor. Bucureşti, Editura didactică si pedagogică, 1967. E HS 
18 Sabac, I. Matematici speciale. Vol. I, 1964 si vol. II, 1965. Bucuresti, Editura 
' didactică si pedagogică. ~ iro oe [fa n MS i 
19. Vránceanu, Gh. Geometrie analiticá, proieclivă si diferențială. București, Edi- 
tura didacticá si pedagogicá, 1962. 


(1.130) 


Pentru a se rezolva aceastá problemá se adapteazá algoritmul metodei simplex care 
devine mult mai simplu. 

Aceastá problemá are o solulie posibilá de bazá si se poate rezolva cu metoda sim- 
plex. Întotdeauna, problema transporturilor are o solutie optimá, spre deosebire de 
problema generalá de programare liniará unde se putea intimpla ca solutia optimá sá 
nu existe. Nu se insistá asupra metodelor de gásire a unei solutii posibile de bazá 
si a solutiei optime. 
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|. SISTEME DE UNITĂȚI 


1.1. SISTEMUL INTERNATIONAL DE UNITÁTI DE MÁSURÁ 


1.1.1. Mărimile fundamentale si unităţile de măsură conform STAS 737-68. 
Sistemul internaţional de unităţi de măsură se bazează pe următoarele șase unităţi 
ale mărimilor fundamentale (tabelul 11.1). 


pq 


Tabelul 1 


Unitátile márimilor fundamentale 


| 
Unitatea d | = : 
2 d " Simbolul | Márimea fundamentalá 
—— E ETA 
| 

Metru m | Lungime 
Kilogram | kg | Masă 
Secundá | s | Timp 
Amper | A | Intensitatea de curent electric 
Grad Kelvin | °K | Temperatura termodinamică 
"a | . : m 
Candela cd | Intensitatea luminoasă 


Metrul este lungimea egală cu 1 650 763,73 lungimi de undă în vid ale radiaţiei care 
corespunde tranziţiei atomului de Kripton 86 între nivelele sale 2p,9 şi 5 d;. 
Kilogramul este masa kilogramului internafional, prototip de platiná iradiatá adoptat 
in anul 1889 de Conferința Generală de Măsuri $i Greutáti și păstrat la Biroul Interna- 
fional de Măsuri și greutăţi de la Sévres — Franţa. 
Secunda este fracțiunea 1/31 556 925,9747 din anul tropic pentru anul 1900 ianuarie 
a orele 12 ale timpului efemeridelor. 


Ex aperi este intensitatea unui curent electric constant care, menţinut în doi conduc- 

în „gi e ESB, de lungime infinitá si de sectiune circulará neglijabilá, asezati 

Eoria à ^ distanță de 1 m unul față de altul, ar produce între acești doi conductori 
gală cu 2.10 —7 N/m. 

. Gradul Kelvi 

riplu a] 


0, ] 


k n este unitatea de măsură în scara termodinamică în care pentru punctul 
apei s-a atribuit valoarea numerică de 273,16. 
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Candela este intensitatea luminoasá, emisá in directie normalá, la temperatura de 
normalá, de cátre suprafata unui radiator 


solidificare a platinei si presiunea atmosfericá 


[ Ü 


integral (corp negru) cu aria 1/600 000 m?. 


1.1.2. 
Radianul (rad) 


egalá cu raza cercului. 


gime 
este unitatea de 


Steradianul (sr) 
care, avind virful in ce 


pátrat avind latura de lungime egalà cu 


Unitátile derivate ale sistemului 
(tabelul 11.2) 


1.1.3. 


másurá pentru unghiul solid, 
ntrul unei sfere, decupeazà pe aceasta o arie egală cu aria unui 


Unităţile suplimentare ale sistemului international de unități de măsură SI 
este unitatea de măsură pentru unghiul plan, 
cuprins între două raze care interceptează, pe circumferința unui cerc, 


egal cu unghiul 


un arc de lun- 
egal cu unghiul solid 
raza sferei. 


international de unităţi de másurá 


Tabelul IL2 


Unitátile derivate ale sistemului international de unitáti de másurá 
| | | Mărimea la care se referă | | 
| M unitatea de másurá 
Nr. Unitatea — | Simbo- E Definitia unitàtii 
| ert. de măsură | lul | de măsură 
| | Denumirea Simbolul 
¡pe EN ER Sa a => « a Cer a 
| 0 1 2 8 4 | 5 
| A LL IMMEESEEMNII MEN ED -e 
d Metru | m? | Arie A |Aria unui pátrat cu latura def 
pátrat | un metru 
2 Metru m? Volum V Volumul unui cub cu latura de 
cub un metru ` 
3 Hertz Hz Frecventá f; y Frecventa unui fenomen periodic! 
a cărui perioadă este de 0 
| | secundă 
4 Kilogram kg Densitate e ¡Densitatea (masa volumicá) al 
pe metru | m (masá vo- unui corp omogen, a cărui 
| cub lumică) | masă este de un kilogram ȘI 
| volumul de un metru Cu» 
u^. E es i: "€ : exis 
5 | Metru pe m Vitezá V; U; W|Viteza liniará a unui punct in miş-| 
secundă z | care uniformă care parcurge dis- 
i | tanta de un metru într-o secundă! 
x di p NU A NC SS E I 
6 Radian pe rad | Vitezá un- o, Q  |Viteza unghiulará a unui puncti 
secundă wp ghiulará | in mișcare circulară uniformă; 
| a cărui rază vectoare descrie un 
unghi la centru de un radian 
intr-o secundá 


8 


11 


1 2 3 4 | 5 
6 
pet | 
Mete pa m Acceleralie a Acceleralia unui punct in miscare 
+ — 2 | uniform variată, a cărui viteză 
a pátr: variază într-o secundă cu un 
MAE OBE I metru pe secundă 
paT enoe, rad Acceleralie. X, |Acceleralia unghiulară a unui 
$r exi y | unghiulară punct în mişcare circulară 
di E | i 1 X x 1 1 
Į uniform variată a cărui viteză 
| unghiulară variază într-o 
secundă cu un radian pe 
Nr "a T secundá 
Newton N e] Io í 2 x 
I Forța care imprimă unui corp cu 
masa de un kilogram o accele- 
| ratie de un metru pe secundá 
la pátrat 
Newton pe N Presiune, | p. Presiunea (respectiv tensiunea) 
metru pi tensiune | o, 7 rezultatá din aplicarca unei forte 
pátrat | | normale si uniform distribuite | 
de un newton pe o suprafață 
de un metru pătrat 
' | i 4 
Ne e | N.s | Viscozitate T7 Viscozitatea unui fluid in curgere 
ce : : Sg RR 
ecundá me | dinamicá laminará in care sub o tensiune 
e | (viscozitate) tangentialà de un newton pe 
pátre y á i 
pátra | |! metru pătrat, se menţine o 
| | viteză relativă de un metru pe 
| | secundă între două plane para- 
| ralele, situate la distanta de un 
VT CH ca e metru unul fatá de altul 
Metru pá- | 2 iscozi vi i inen 
um pa m | Viscozitate y |Viscozitatea cinematică a unui 
irg e inematied n Fi 2 : A 
ME v ai matică fluid avind viscozitatea dina- 
E (raport vis-| | micá de un newton-secundá pe 
cozitate/ | metru pátrat si densitatea de 
densitate) un kilogram pe metru cub 
Joule "y | Lucru : x| 
| mecanic Ur. 4 Lucrul mecanic produs de o forță 
| Energie de un newton, al cărui punct de 
| MM E, W aplicare se deplasează cu un 
— | |. de căldură Q metru in directia fortei 
att de 
| W | Putere P Puterea care corespunde transferu- 
lui de energie de un joule într-o 


>] 
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TabeJul IL2 (continuare) 
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secundă 
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conductor! 
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Tabelul 11,2 
[ ^—Á—————————————————————————————-—' —Á»'' É!'IOCQ!—— ———————————————Á——— ÁX« 
0 1 2 3 4 | 5 | 
———— € ———— ——————————————ÁÓÉ TRE 
15 Coulomb C Sarciná Q Cantitatea de electricitate transz 
electricá, portatá intr-o secundá de un| 
cantitate de| curent constant de un amper 
electricitate! 
| 
16 Volt V D U Tensiunea electricá dintre două! 
diferenţă | puncte ale unui 
de potenţial parcurs de un amper, 
OR Qa: | E,e | puterea disipată între acestel 
optará 7] | puncte este de un watt | 
— - k 
17 Volt pe v — E, 6 Valoarea cimpului electric ca j| 
metru Pw cimpului | produce o forţă de un newto | 
electric | asupra unui corp punctual! 
încărcat cu o sarcină electrică 
| de un coulomb 
| 
18 Ohm Q Rezistență R [Rezistență electrică dintre dou 
electrică | puncte ale unui conductor, 
| cind aplicarea între ele a unei 
tensiuni constante de un volti 
| produce un curent de 
| amper, dacă acel conductor nu 
este sediul altor forte electrod 
| | motoare 
s ai es | Lua. 
19 Farad F Faguoitate E Capacitatea unui condensator 
electricá electric, care sub tensiunea de 
un volt intre armáturile lui, S 
incarcá cu o sarciná electrica) 
| de un coulomb 
20 Weber Wb | Flux de | 0 Fluxul de inducţie magnetică 
inducţie care traversind un circuit cons 
magnetică tind dintr-o singură spi 
produce o forță electromotoa 
de un volt, dacă este anulat 
| timp de o secundă printr-o 
descrestere uniformă 
21 Henry H Inductantá L Inductanta unei spire in care taf 
nastere un flux magnetic | 
propriu de un weber cînd spira | 
este parcursă de un curent 
de un amper 


NM — ORE RA N: 
: | 1 | 2 3 4 | 5 
22 | "Tesla | |Inducţia B Inductia magnetică care produce 
| magnetică un flux uniform de un weberj 
| printr-o suprafatá planá cu aria 
| de un metru pătrat, normală 
| pe cimp 
| n" —- : = 
23 Amper pe A |Intensitatea | H Cimpul magnetic produs, la 
metru m cimpului distanta de doi metri, in jurul 
magnetic unui conductor liniar de lungime 
practic infinită parcurs de un 
| curent de un amper 
24 Amper A |Forţă mag- Forta magnetomotoare necesará 
| netomotoare P pentru a întreține un cimp mag- 
(tensiune netic de un amper pe metru 
| magnetomo- | Fm într-un circuit închis lung de un 
| | | toare, poten-| Um metru 
| | | tial magnetic) 
25 Lumen Im |Flux o Fluxul luminos emis într-un 
| luminos unghi solid de un steradian 
de o sursá de luminá puncti- 
| formá si uniformá avind intensi- 
E | | tatea luminoasă de o candelă 
26 Candelă | Cd |Luminanţă I. Luminanta uniformá a unei surse 
pe metru | 3 de lumină plane de un metru 
pătrat | " pátrat a cárei intensitate lumi- 
(nit) | (nt) | noasá, in directie normalá este de 
| o candelá 
27 Lux Ix  |lluminare E Iluminarea unei suprafete de un 
| | metru pătrat care primește 
| perpendicular pe ea un flux 
luminos de un lumen, uniform 
repartizat 


- 
o 


2. RELAȚIILE DE LEGĂTURĂ DINTRE MĂRIMILE ȘI UNITĂȚILE 
MAL DES ÎNTÎLNITE 


1.2 ANO " EE 
-1. Márimile si unitățile de mecanicá-cáldurá-acusticá (tabelul 11.3) 
A Márimile si miez 
* Márimile si unitátile electrice si magnetice (tabelul 11,4) 
E 


2.3 EVE ; 2:1 : a 1 
* Márimile si unităţile din optica si fizica atomică (tabelul 11.5) 


Mărimile si unităţile de mecanică, 


Sistemul SI 


| inertie 


| . 
(planar: Iyoz; 
Izox; 
Luoy 


Presiunea : p 


Nr. Mărimea Ecuația de | 
ert. 8i simbolul definitie 2 D y | —— — — T 
Denumirea Simbol | Denumirea 
0 1 2 | 3 | 4 5 
A ————— 22 
| | 
i Viteza : v s | Metru pe secundă m |Centimetru 
IE CE sec Á 
t E pe secundá 
r OT a E EREI pa 1] pe : 
2 Acceleratia : à D | Metru pe secundá m |Centrimetru pe 
a=— | la pătrat EC secundá la 
t | 4: pătrat 
3 Viteza unghiu- a Radian pe secundá rad Radian pe 
lará : € die A | gs | secundă 
| = | t 
4 | Masa: m - Kilogram kg |Gram 
| 
5 Forţa : F F = ma Newton | N E Dyna 
j Densitatea : p m Kilogram pe me- kg |Gram pe c: 
ue p r ) CENE metru cu 
e y tru cub us 
7 Greutatea spe- G | Newton pe metru | N ¡Dyná pe cen- 
specifică : y Sp - cub i | ar | timetru cub 
HS id ilL. e Ue DE" 
8 Impulsul fortei I —$Fd! | Newton | N. s Dyná secundă 
(percuție): 1 E secundă 
9 Momentul M =Fd | Newton metru | N.m Dyná centimetru 
| unei forte: M | | | 
c | ^ x Ir im rS | MU — 
10 | Momentul de t | 


kg za =! Gram centime- 

o F. 
tru la pà- 
trat 


Kilogram metru 
la pátrat 


EUM 


Newton pe me- | 
tru pátrat | a | 


| Dyna pe centime- 
tru pátrat 


căldură și acustică 


Tabelul II.3 


———— 
O ai 


cas Sistemul MKfS 


Unităţi in afara 
sistemelor 


| Simbol Denumirea | Simbolul 


Denumirea 


Simbolul 


Relațiile de 
| transformare 


Metru pe se- 
cundá 


Kilometru 
pe orá 


“Metru pe se- 
cundá la pătrat 


Radian pe 
secundá 


Kilogram fortá 
secundá la pátrat 
pe metru 


Toná 


Kilogram fortá 


Toná fortá 


1 kgf =9,8N=9,8.10%dyn! 


Kilogram fortá 
secundá la pá- 
trat pe metru 
la a patra 


dyn Kilogram fortá 
Tu pe metru cub 


dyn.s | Kilogram fortá | kgf.s 
secundá 


1kg 
uc == 408 EN 
m? cm ê 


dyn. 
cm 


Kilogram fortá 


kgf.m 
metru 


lg.cm? 


Kilogram fortá 
secundá la pá- 
trat metru 


| kgf.s?.m 


| 
E 


| dyn | Kilogram fortà pe | 
cm? metru pátrat | 


| 


Milimetru 
coloană 
Hg (torr) 


Atmosfera 
fizică 


N 
133,3 — 
2 


760 tor = 


I 


UIN 
— 1,013.10 5 — 
m? 


0 1 2 3 4 5 ; 
i i ——MÓ———— AAA 
| 
got O ul: E É A 
12 | Viscozitate (om ay | Newton secundá mee Poise 
dinamică: Yn S | pe metru pátrat 
13 Lucrul mecanic :L | L = Fl Joule J |Erg 
a VERLA [us AU 17 | 
14 | Puterea: P I Watt W jErg pe secundă 
M Uses | 
t | 
wA Debitul masic : Q m Kilogram pe se- kg ¡Gram pe se- 
On im | cundă E] cundá 
; E Centimetru cub | 
16 Debitul volu- CR em Metru cub pe a 
mic: Q, | secundá E s pe secundá 
17 | Cantitatea de Q-L Joule J Erg 
cáldurá: Q ^ | 
T Q Tere pe păi 
18 Căldura specifică : = e Jonie pe kilo- Pe rg pe gra ] 
c mAt gram grad kg" grad 
s Newt tru zi Dyná pe centi- | 
Tensiunea super- pui Newton pe metru | —— ü | 
SUM "icialá : "I , l j m metru i 
pr. n |Dyná pe cen- 
poc B e- timetru 
20 lulul de elas- B Newton pe me : r 
^ poses E E tru pátrat m _ pătrat 
F n 4 Lo. ti 
p E i- IAS Newton pe me- — |Dynà pe centi | 
e apis ta S tru pátrat m? metru pătrat | 
22 | Energia acus- W=FL Joule J Erg | 
ticá: W n añ 
“oa | Fluxul de m jede ua | E Erg pe secundă | 
energie O= gx Watt = 
icá : t Secundá s 
| acustică: (9 US — — 
~ 24 | Intensitatea e Watt pe metru w |Erg pe E a 
acusticá: I Jp ou pátrat pet centimetr 
à A m pátrat E 
25 | Presiunea F Newton pe N |Dynă pe 3 " 
acusticá : p PDAS metru pátrat m? metru p i 


Atmosfera 
tehnică 
Bar 


Tabelul II 3, (continuare) 


~ Kilogram forță 


secundă pe 
metru pătrat 


gne 


m? 


Kilogram fortá 
metru 


kgf.m 


Kilowattorá 


kWh 


Kilogram fortá 
metru pe secun- 
cundá 


| kgf.m 


Ss 


Cal putere 


ma —) 


CP 


1 kWh = 3,6.108 J — 


1 at=9,8.104 N 
ma 
1 At = 1,033 at 


1 J=10* erg 


Kilogram pe 
orá 


Metru cub pe 
secundá 


Metru cub 
pe orá 


£ i 
| 


Kilogram forţă 
metru 


Kilogram forţă 
pe metru 


Kilogram forță 


_ pe metru pătrat 


Kilogram forță 
pe metru pătrat 


erg | 


Kilogram forță 


metru 


—— A TUE, 

Kilogram fortá 
metru pe 
secundá 


| 


kgf 


n 


Caloria 
Calorii pe 
gram grad 


I 
| 


| kg/h 


im?/h 


1 m hi = 
_3 600 


cal 


1 cal = 4,18 J 


kgt — 


m? 


Kilogram 
| fortá pe 
milimetru pátrat 


cal 4 180 J 


g. grad AS kg.grd 


o dia s 
mm 2 m î 


kgf 
m? 


Kilogram for- 
tá pe mili- 
metru pátrat 


kgf.m 


kgf.m 


s 


Tabelul IL 4 


j etrice si magnetice 


Márimile si unităţile ele 
| | Sistemul SI Sistemul CGS e : Sistemul  CGSp, su ss 
| >is 5 Sis jS Ep a a Pe, MEA pS E AA 
| Mărimea Ecuația de TORT NS Di — ^r EMI | Relaţiile de T 
Nr. crt, (Simbolul) definitie latas | Sim- | À i Sim- Denumirea Simbolul Denumirea | Simbolul | AA A | 
enumirea | bolul | Denumirea | bolul 1 | | | 
| ———————————————————————— —áen "— 
INFERIOR IEEE ris A HI 
5 31 : i= <£ 10 S 
1 | Intensitatea AERE Sta "T Biot p ; e i Moe St A 
curentului: Z m Ho sza Amper A Statamper kc : 
LA | Pet — 2 ! [^ 19b G — 10 € 
abC — => 
| y | Sarcina elec- Q Il Coulomb C Statcoul St C Abcoulomb ioe 0,5 ( 
| - tricá: Q E 4 Stalcoulomb | 3.10 | 
Rip | > 1 tab V — 10 -8 V | 
Tensiunea ŢI = l » E | j > x E ur ^: A | | 
| 3 electrică : U I Volt y |Statvolt st vd Abvolt ab V ES iSt V = 300 € | | 
1 | E | 
| E = să | = —= == E E RC = 4 z E VUE + X ST AS din = | | 
| | ( Abfarad ¿b F 1 
| 1 Capacitatea Ces Y Farad F Statfarad St FB Pm. p T = 1St F = Y 
| electricá : C U 9.10 | 
TR Jio t DOCE 3 235 i 
| = 4 : | 
5 i l — | - 1Ab Q=1(—9 0 | | 
| 5 Rezistenta T — | 5 n | 
"s 4 Abohr 8 (y 9. 11 
| electrică: R 1 Ohm Q Statohm st OM m 35 eio relig iae: | 
| i ; m. 4 v ÎN Abvolt pe ADV lab V V | 
| 6 Cimpul electric : E = că Volt pe Stat volt st vg | eme P : => T Pei | 
| E Q metru | V/m | pe centi- E 1 letru em | | cm m | 
| | x metru i : SS Ro <= RAM E 
lr p TT MAN — | | 
| | +3 t 
»: P 1 10: A j 
7 Cimpul mag- H == Amper pe | _ TTE k Oerst 10e ES 
netic: H 2r metru m bid. St oe ! Hi Me j e in m 
e — — T7 — —— — - I 3 TES dt y i x 
; : : AD 1 
8 l'luxul magnetic: e | : Maxv 
Si ^ - ax well C s = raai ) 
p Al Weber Wb | Statweber St Wb ş Mx anis $ is 
A p | | | 
Inductia mag- B | | | , Gauss 3 | 1Gs — 10—1T 
|| ^9 neticá : B S Tesla at Stattesla st To ps É y f | | 
| | X EE MSN "TONS LIE. BE E impete 
A Ar Mo = RA — Y | | | 
[u) i | | 
Inductanta : L B bs "ON Abhenri | | LAB LI = SHI | | 
; a | Iri sau c s | ed eds 2 
10 | I Henry H ¡Stathenry | St H ]2 c O Ab H PATEA a d 93074 y AR. 
—— 


y | 
h I 
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— AS 3 | 
E — [7 4 TIT | 
19 TF * E | R 5 E | of - 4 3. MECAN ICA 
m o A pa twoj E | | *ad b 
- v - | S e 1 
de - | T | E 
— o £ | o m ^ EL 
x: LE © = e I e | va UN 
= ze = >i | e: PR 
"e: zz ' n li 1 2 | | T . 2.1. FORTA || 
a 285 LN | Eo | yi I] 
2 As x 9|& | to | * | = | | WS o | 
; E sol c m : : atei i gi 
4 s i; | al | B E Orice actiune capabilá sá deformeze corpurile, sau sá le modifice cantitatea de mis- Il 
e v t mo. * - EC " 
E ———|—— =—— s 5 | T care, cit şi orice rezistenţă la aceste mișcări se numește forţă. Forţa este o márime fi- | 
| Az | | E | 5 | | F zică vectorială la care se deosebesc : punctul de aplicație, direcția şi sensul, modulul 
E E | z ud E sau intensitatea. Fortele concurente se compun dupá regula paralelogramului (fig. II.1) : | 
2 = CIE UE Tum 4 2 2 a Ta 
3 | | R? = Fi + FL. 2F,F, cos x. (11.1) 
g i | z | 
FW A i a | 
*$| g | 2 : | 
8 £ 3 l 
> p 3 | 3 ! | 
- a | B | | 
= | = |J 
e îi l | | o Fig. II.1. Paralelogramul forțelor. | 
- g e gom tf = ao 
E la trm S o ETE s 
> TER - o | 
Ride Gm Nw iam | a | 
mia] 2 | leo| RoS NS 
E 8 E S 25x Ex sap 3 
2 3 z = v e ^w o. RN e z= 
als, 3 E mon ENT es E SES 
Es n | 3 = | £T z “Eg e g O îi r ^ 
= = z > |2985 5 965 5 270 2,2, MOMENTUL FORȚEI 
= E A 1 
5 ca 
fz L £ 
mm Ea, x E : S ac a = : ^ . 
2 PE g a pinia E a 20 E 2 | > Se presupune un corp care se poate roti în jurul unei axe fixe. Produsul dintre in- 
xS dud ms e. a Spots ROUND tensitatea fortei care tinde sá roteascá corpul si distanta ei piná la axa de rotatie re- 
a ha 4 ET z z prezintă momentul forţei. Momentul forței este o mărime vectorială exprimată astfel: | 
3 [3] s B TE a ? LAM i | 
*- |£& E 22 E ae zi y E ri - > > > | 
$e |è E z $88 SES Z 23 5 M —rx F. (11.2) 
| 5 z "ox Sos EN 29 c 
= 9 = Y zr SAA - = ZA B 
A] A iz a = is o B | - ES Q | 
* X = b E x -— 9 — | 
g i. Ww | 
"A 1 DE TE = - * 
» CARET a ziz i 2.3. TEOREMA LUI VARIGNON 
"d ~ (aj >| pb A TM, 1 
Sm O a d [ > E 
34 | ii | ij A | «| z | Pentru un sistem de forte concurente, momentul rezultantei in raport cu un punct 
Ei e TOL - A] = - | oarecare O, este egal cu suma algebrică a momentelor forțelor în raport cu acel punct. | 
ES 
| E a M $ 4 
d RAS | — - $ 5 MAR) = ME) + M (F) + MAF) +... (11.2^) 
.. 3 2 
> x o M "YT - 
e e ES E ¿E | 2 2.4. CUPLUL DE FORTE | 
d 2 ss w = sit a = 
B n > =. Su =>9 ol E Zi sii z - XA : 
HE E 5 2 e 2*5 8^8 a | E n sistem de două forte F egale si de sens contrar, al cárui efect este o miscare de 
zm al E B da e d ECL z D otatie, se numeste cuplu de forte. Efectul de rotatie se másoará prin momentul cuplului 
d "3| E Ea 2 gr 2 asg E Care este; 
2=| = m ej Š 2 à y 
E AE à Z lea M, = Fd, 
Er omit os n ag 5 
zi a a ES |- i | e | 7 de d este braţul cuplului. 
109 T Li 
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2.5. CENTRUL DE GREUTATE : 2.8. MISCAREA UNIFORM VARIATA 
ei miscári viteza variază liniar cu timpul, iar acceleraţia ei este cons- 
În problemele tehnice forţele care reprezintă greutăţile punctelor materiale ale unui În cazul acestei mişcări mitoza pre pn că Pe accelerației : 
corp rigid se pot considera paralele și în acest caz, centrul acestor forţe paralele se tantă. Ecuațiile de mișcare se obţin ple t 


numeşte centrul de greutate al corpului, Poziția centrului de greutate al corpului față 


de corp, nu depinde de orientarea corpului față de pămînt. Coordonatele centrului de dv 4 4 
greutate sint: xii : D — ng = al; 
W rdm W ydm W zdm S t t 2 ; 
JV d Y i JJV i ÉS R 4 ds Dp dt i | atăt; S Sa JA — (11.6) 
To Em U e y «gom E i 9 
M M M S “0 -0 


Integralele sìnt extinse asupra întregului volum de masă M. 


Dacă accelerația este pozitivă, mişcarea este uniform accelerată, iar dacă este negativă 
miscarea este uniform încetinită. 


2.6. ECHILIBRUL UNUI CORP GREU, REZEMAT PE UN PLAN ORIZONTAL 
3 k y 2.9. MIȘCAREA CIRCULARĂ 
Un corp este în echilibru cînd proiecția centrului său de greutate cade în interiorul 

poligonului de reazem sau la limită, pe perimetrul lui (fig. 11.2). Dacă unui corp care 
reazemá pe o suprafaţă orizontală i se aplică forţa F situată in același plan cu forța 
G (care reprezintă greutatea corpului), la înălțimea h de suprafaţa bazei aceasta tinde 
să-l răstoarne în jurul muchiei AA”, Pentru echilibru trebuie satisfăcută condiţia : 


Fh « Gl, (114) | 


Traiectoria acestei miscári este un cerc (fig. 11.3). Coordonatele punctului, care se 
deplasează pe cerc într-un sistem rectangular cu originea în centrul cercului, sint : 


| z = Rcosot; v=Vi+ j* = Ro (1.7) 


| y = Rsin ot; a, = [12 +9? = Ro? 
unde l este distanţa de la muchia AA”, la dreapta suport a lui G. 


c fiind viteza unghiulară definită ca unghiul mátu- 
rat de raza vectoare în unitatea de timp. 


Fig. 11,2, Echilibrul unui corp greu situat pe un plan 
orizontal. 


Fig. 11.3. Mișcarea unui punct pe cerc, 


Dacă viteza unghiulară nu este constantă în timp, atunci se poate defini acceleraţia 
unghiulară astfel: 


2.7. MIȘCAREA RECTILINIE SI UNIFORMĂ ^ 
S do _ da (11.8) 


În această mișcare viteza este constantă atit ca mărime cit si ca direcţie, Se deter 


mină ecuaţia de mișcare a unui punct material a cărui viteză este constantă, astiel: po . Md 
lar accelerația tangentialá : 


c S t 
A ( as - »( dí; S—S,—wt. L5) — 
dt 5 : 


40 
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2.10, PRINCIPIUL INERTIEL 
Acesta a fost formulat de Newton sub forma unui postulat al mișcării. 
Orice corp isi pástreazá starea de repaus sau de miscare rectilinie si uniformá dacá 
nu este silit de forte exterioare să-şi schimbe starea. 


Starea de mișcare a unui punct material se poate caracteriza prin cantitatea de mis- 
care, care este egalá cu produsul dintre masá si vitezá : 
+ > 
K = mv. 


-> 
Cind K are valoarea zero, punctul material este in repaus. 


2.11. LEGEA A li-a A DINAMICH 


Considerind forţa ca mărimea vectorială care măsoară variația in unitatea de timp 


a cantității de mișcare pentru orice punct material, rezultă : à | 
E ps | 

pa = ¿He sau Em d, (11.10) : 

dt dt "v 

NI 


masa fiind constantá cind punctul material se miscá cu viteze mici in raport cu viteza p 
luminii. Formula F = ma arată că forţa care acţionează asupra unui punct material este 
proporțională cu accelerația imprimată. Ecuațiile de mișcare ale punctului material vor fi? 


Pz a? d?z 
| uM e ; Y=m y ; Z=m E (111000 
ae de dé 1-4 
i-i 
WI 
2.12. MASA SI GREUTATEA CORPULUI g | 
| 
Masa măsoară inerția corpurilor; ea exprimă tendința corpurilor de a rezista mai — | 
| 


mult sau mai puţin la orice variaţie de viteză. După Newton, masa reprezintă canti- 
tatea de materie a corpurilor; dar masa reprezintă si alte proprietăți ale materiei : 
ea măsoară și capacitatea corpurilor de a produce cimp gravitational. Greutatea Ga m 
corpului este forța cu care corpul este atras spre centrul pámintului G = mg. Greuta- | 
tea fiind o fortá este o márime vectorialá pe cind masa este o márime scalará. ) | 


2.13. LEGEA A III-A A DINAMICII ŞI LEGEA CONSERVĂRII CANTITĂȚII 
DE MIŞCARE 


Se consideră un sistem de puncte materiale care isi exercită forţele intre ele. Cind | 
un punct material acţionează asupra altuia cu o forță F,, celălalt punct răspunde cu 0 | 
forţă F, egală și de sens contrar cu F}: 


-+ + > 
F, = — F, sau F, + F, =0; 
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Z= 3 (mv) se obţine: 
înlocuind F = r7 (mv) se obline: 


> 
Sm; v; = const. (11.11) 
4 


Pentru orice sistem izolat (supus numai la acţiunea forțelor interioare), cantitatea de 
mişcare totală se conservă în decursul transformărilor. 


2.14. MOMENTUL CANTITĂȚII DE MIŞCARE 


Cantitatea de mișcare fiind un vector, se poate calcula momentul în raport cu un 
punct oarecare. Acest moment se mai numește și moment cinetic : 


— > > 
M — m Xx r. (11.12) 


2.15. FRECAREA 


2.15.1. Frecarea la alunecare. Forţa de frecare la alunecare acţionează tangential 
$i se opune alunecării unui corp pe o suprafaţă dată. Ea este proporţională cu apăsarea 
normală care se exercită între suprafeţele de contact și independentă de mărimea supra- 
fetelor : 


F — uN, (11.13) 


unde N este apăsarea normală, iar p. este coeficientul de frecare la alunecare. 


2.15.2. Frecarea la adeziune. Afară de forţa de presiune normală N, perpendiculară 
pe suprafața de contact dintre cele două corpuri, se poate transmite o forţă Fo, fre- 
carea de adeziune, paralelă cu suprafaţa de contact, fără ca să survină o mișcare re- 
lativă a celor două corpuri dacă : 


unde y, este coeficientul de frecare de adeziune: o > p. 


2.15.3. Frecarea la rostogolire. Rostogolirea unui cilindru (a unei roti) pe un plan 


E Posibilá numai din cauza frecárii de adeziune dintre roatá si plan. Dupá Coulomb, 
ec 


area de rostogolire a unui cilindru este : 


TDU 


T icon? (II .13/) 
Tr 


212 Se FIZICA Mu. — — MECANICA 213 
unde ; asá si pátratul vitezei. Acest lucru mecanic inmagazinat de corp constituie provizia 
N este forța normală transmisă de cilindru (roată); iui de energie cineticá : 
f — brațul frecării de rostogolire ; 
r — raza cilindrului. D (1116) 


Cercetarea detaliată a frecárii la rostogolire se face tinind seama de elasticitatea 
corpurilor. Cele două corpuri care vin in contact nu au numai o linie comună, ci o arie 
comună datorită deformării lor. 


Energia cinetică in coordonate polare in plan este: 


= m . .9 "n 
W, (r? 62 + 12), (11.17) 
) 


( 


2.16. LUCRUL MECANIC 


=> « * 2 i: » inlá A A roi ` mita pi dlinarac : 
Produsul scalar dintre vectorul forță F aplicat unui punct in miscare si vectorul 2.18.2. Energia potentialá, Aceasta este o energie de poziţie. I rin ridicarea unui corp 
pai de la suprafaţa pămîntului la înălțimea h, sistemul corp plus pámint inmagazineazá 
viteză V al acestui punct înmulţit cu elementul de timp dí se numește lucrul mecanic un surplus de energie potenţială egală cu lucrul mecanic efectuat pentru ridicarea cor- 
> - 
elementar al forței F in intervalul dt: pului : 


Wp = Wo + mgh. (II.18) 


po 
dL = FYV dt; aL =Fdscosa; Lag = | F ds cos a; (11.14) 
AB ă se raportează energia potenţială a corpului faţă de suprafaţa pămintului, atunci: 


LaB= | Xdx + Ydy + Zdz, W = mgh. 
"B 


Pentru forţele elastice F = — Kx, energia potenţială este: 


y 
unde X, Y si Z reprezintă componentele forţei, iar dz, dy si dz componentele deplasări 
elementare. 


2.17. PUTEREA : - 
unde K este o constantă cvasielastică. 


Lucrul mecanic raportat la unitatea de timp se numește putere : 


Z 2.19. MISCAREA SOLIDULUI RIGID 
¡PS ps Ex Vd: (11.15) 


Un corp rigid nedeformabil poate fi considerat ca fiind format dintr-un mare numár 

de puncte materiale separate între ele prin distante care rămîn: neschimbate sub actiu- 

E lortelor exterioare. Solidul rigid poate executa două feluri de mișcări: de trans- 

2.18. ENERGIA MECANICA alie si de rotatie in jurul unei axe fixe. 

B RT Mişcarea de translație. Toate punctele care alcătuiesc corpul execută mișcări 

n i E Z dreaptă care unește două puncte materiale se deplasează paralel cu ea insási. 
acest caz, studiul mișcării solidului se poate reduce la studiul mișcării unui punct 


materi: 2 zs A 
terial în care este concentrată toată masa corpului. 


Cind un corp poate să producă un lucru mecanic se spune că posedă o energie Me- 
canică, care este: cinetică și potenţială, 


2.18.1. Energia cinetică. Lucrul mecanic produs de o forţă pentru a scoate un punct 


2.19.5 Mis 228 1 E . 
A 1 LE d A a Å x Rr 9.2, Misearea de rotaţie în jurul unei axe fixe. În această mișcare, punctele ma- 
material din repaus si a-i imprima viteza v este egal cu jumătatea produsului dintre otaj j ceastá mișcare, p 


teria DE "EE "nies pista ale a : 
iale care alcătuiesc corpul se mișcă pe traiectorii circulare de raze diferite situate 
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intr-un plan perpendicular pe axa de rotatie. Energia cineticá a unui corp in rotatie 
uniformá este egalá cu suma energiei cinetice a elementelor de volum componente : 


r ^ 2 "2d 2 
Wi dw, = | îi cua 1. (11.19) 
Y y 2 2 
Mărimea : 
J | | r? dm, (11.20) 
MEA 


se numeste moment de inertie. 
Momentele de inertie in raport cu axele Ox; Oy si Oz sînt: 


Fe W (u? + 27) dm; Jy = Wi (27 4-:2)dm; J, 
sy 42) y 


(a? + y?) dm. (11.21) 


2.20. LEGEA ATRACTIEI UNIVERSALE 


În a doua jumătate a secolulvi al XVII-lea s-a admis că între corpurile 
o atracție invers proporlivnală că pătratul dist 
perite de Kepler sint : 

1) Traiectoria fiecárei pl 
dintre focare. 

2) Ariile măturate de r 
punzătoare. 


cerești există 
antci. Legile mișcărilor planetare desco- 


anete din sistemul solar este o elipsă, soarele ocupind unul 
raza vectoare sint proporţionale cu intervalele de timp cores- 


3) Pătratele duratelor de revoluţie a două planete se află între ele ca cuburile dis- 
tantelor lor medii la soare: 


7 E ai 
Varik . (11.22) 
T3 a3 
Între Soare si o planetá se exercitá forta : 
j . M,My 
F =K na . (11.23) 


Newton a arátat cá aceastá lege este generalá aplicind-o tuturor corpurilor din univers. 
Două corpuri se atrag cu o forță direct proporțională cu produsul maselor lor (mame) 
si invers proporţională cu pătratul distanţei dintre centrele lor de greutate : 


` mm 
i AE, JE 


? 
r? 
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K fiind constanta gravitatiei : 


E = 6,67 + 10-11 Nm*Kg”?, 


Greutatea corpurilor pe pámint provine din forta de atractie intre corpuri si pámint : 


-mM 
T 


G-—R = mo, (11.24) 


relație valabilă pentru un corp aflat la suprafaţa pámintului. Acceleratia gravitațională 
la suprafaţa pămintului va fi: 


g=K vom (11.26) 
(R + h)* 


nn il. 34 un e 
iar acceleraţia gravitaţională g, in funcţie de latitudine, exprimată in cm/s? este: 


go = 978,049 (1 + 0,0052884 sin? — 0,0000059 sin?29), (11.27) 


formulá adoptatá de Congresul Geofizic International din anul 1930. z 
Acceleratia gravitațională în funcție de altitudine (tabelul II.6) se calculează cu for- 
mula ; 


In = go — 0,0003086 h, (11.28) 


valabilă pentru A < R. 


Tabelul II.6 


Coreetii Ag pentru unele înălțimi 


300 | 400 500 600 700 800 900 


| 
| 


0,0617 | 0,0926 


Ag, in ems? 0,1234 |0,1543 |0,1852 | 0,2160 |0,2469 | 0,2777 
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2.21. POTENȚIALUL CÎMPULUI DE GRAVITAȚIE 


Lucrul mecanic efectuat de forţa datorită atracției exercitate de pămînt asupra unui 
punct cu masa egală cu unitatea cind aceasta se deplasează între două puncte este: 


(A. s. m M prr E 1 
T. | Fdr — | Rar = KM BEA d 
> Po Ti 


(11.29) 


r2 
* To * To 


To şi rj fiind distanţele de la cele două puncte la centrul pámintului. Expresia : 


reprezintá diferenta de potential gravitational dintre cele douá puncte. Dacá primul 
punct din care se deplaseazá punctul material se aflá la infinit rezultá : 


.M 
Ls No» Uy (11.30) 


n 


Lucrul mecanic efectuat de forla de atractie a pámintului, pentru a aduce de la infinit 
unitatea de masá intr-un punct din cimpul gravitational, reprezintá potentialul acelui 
punct. Suprafetele echipotentiale din cimpul gravitational terestru sint sfere concentrice 
cu centrul in centrul pámintului, iar liniile de fortá ale cimpului gravitational sint razele 
acestor sfere. 


2.22. MIŞCAREA OSCILATORIE ARMONICĂ 


Mișcarea oscilatorie in care acceleraţia este proporţională cu spaţiul străbătut şi de 
semn contrar lui se numește mișcare oscilatorie armonică. Ecuația de mişcare este : 


mz = — Ka, (11.31) 
unde K este constanta cvasielasticá. 
Această ecuaţie admite soluţia: 
x = a sin (ot + q), (11.32) 


în care: 
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_A<A 


Elementele miscárii : 


— amplitudinea miscárii a, reprezentind depártarea maximá a punctului care osci- 
leazá de la poziţia de echilibru ; 

— elongatia mișcării v, reprezentind depărtarea de la poziţia de echilibru a punctului 
oscilant la momentul t; 
— perioada mișcării : 


(1.33) 


— faza mișcării: a = ol + 9; 

— faza initialá : p; dacá punctul se aflá la momentul initial in pozitia de echilibru 
faza iniţială este zero. Diferenţa de fază dintre două mișcări care au aceeași pulsatie 
este egală cu diferenţa fazelor iniţiale : 


(ot + 93) — (et + 93) = 94 — 9». 
Cind : 
Pı = Pa mişcările sint în concordanţă de fază; 


Pı — Pa = 7, mişcările sint in opoziţie de fază. 


2.23. 


COMPUNEREA A DOUÁ MISCÁRI OSCILATORII ARMONICE CARE AU 
ACEEAȘI PERIOADA ȘI DIRECȚIE 


Prin compunerea a două mișcări oscilatorii armonice ale căror ecuaţii de mișcare sint: 
X, = q sin (ot + 94); 


X, = as sin (ot + q), (11.34) 


se obține o mișcare oscilatorie armonică a cărei ecuaţie de mişcare este : 
X = A sin (ot + 0). 
Amplitudinea miscárii rezultante este : 
3 


aj + a$ + 2a,a, cos q, 
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er OSCILAȚII AMORTIZATE 
unde o = 9, — 9, este diferenţa fazelor iniţiale; 


a, Sin p, + a, sin qa Amplitudinea oricărei mişcări oscilatorii se micşorează in timp dacă nu este intreti- 
CUELLO Muc Area t a 


tg D= (11.36) nută din exterior (fig. 11.5). Apare o forță de frecare suplimentară proporţională cu vi- 
A, COS Q; + d, COS Pa teza : F; = — ri, unde r este coeficientul de rezistenţă. Ecuatia diferentialá a miscárii 
va fi: 


mă = — Kr — ri, (11.39) 
2.24. COMPUNEREA A DOUĂ MIȘCĂRI OSCILATORII ARMONICE, 


= i iar soluţia acestei ecuaţii este : 
DE ACEEAȘI PERIOADĂ PERPENDICULARE ÎNTRE ELE 


-p a y n 

x= age * sin (et + q), (11.40) 

Rezultanta a două mișcări oscilatorii armonice de aceeași perioadă care se execută 

pe direcţii perpendiculare între ele este in general o oscilație eliptică. Cele două ecuaţii 
ale mișcărilor componente sint : 


F 
unde B = — se numește coeficientul de amortizare. Această soluție reprezintă o osci- 
2m 


atie etA itudine E BE BEP ne DID EE ER i 
z = a sin (ol +); y = b sin (of + e). (11.37) latie cu amplitudinea a = age care se micșorează in Limp. 


Eliminind timpul din aceste două relaţii se obţine ecuaţia traiectoriei rezultante : 


T 2 DES 
i A OA (1.38) 


a? b? ab 


Fig. 11.8 


Miscare la care amplitudinea se 
micşorează in timp. 


care este o elipsă înscrisă in dreptunghitl de laturi 2a si 2b, o fiind diferența de fază: 


9 91 — Po 


Introducind decrementul logaritmic A, ca fiind logaritmul raportului a două valori 


În functie de diferenţa de fază care poate varia între O0 si 27, mișcarea rezultantă ia : : BES : A à i 5 Ă 
succesive ale amplitudinii separate printr-un interval de timp egal cu o perioadă rezultă : 


diferite aspecte asa cum arată figura 11.4. 


net? sau A= BT. (II.41) 


In acest caz, soluția va fi: 


t 
— t 
z-—ae-^ T sin (> T + q ) (11.42) 


lar perioada de oscilatie : 


(11.43) 


Fig. 11.4. Compunerea a două mişcări oscilatorii armonice de aceeași perioadă 
perpendiculare între ele. 
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2.20. 


2. OSCILAȚII FORȚATE 
Oscilatiile pe care Ie efectuează un punct material asupra căruia acţionează pe lingă - 
forța elastică și forţa de rezistenţă, o forță suplimentară care variază sinusoidal in timp, 


cu perioada T = —— » se numesc oscilații forţate. Ecuația diferenţială a mișcării va fis 
3 


Mi Kx —ri -+ F,sin ot, (11.44) 4 
admitind soluţia : 
x = asin (ot -+ q), 
cu condiţia : 
280 
e i Tm t 
a = SL UE y (11.45) 
og — o? 

Fo. i : "nM i DC e 
unde fg = ; € $i B au aceeași semnificaţie ca la mișcarea amortizatá, Relaţiile 

m 


arătate determină amplitudinea și faza oscilaţiilor în regim staționar. 


2.26.1. Rezonanţa. Amplitudinea oscilaţiilor forţate are valoarea maximă atunci 
cind pulsatia forţei suplimentare satisface relația : o? = œ% — 28%. Apariţia acestui — 
maxim reprezintă fenomenul de rezonanţă. ln cazul rezonantei, amplitudinea mişcării — 
este: 


ajl 1 j 
i | dy = — nl . (11.46) 
28 leg — P 
5 Dacă rezistenţa mediului este egală cu Zero 
(B= 0 şi c = 0) amplitudinea oscilaţiilor 
6 fortate devine infinit de mare (fig. 11.6). 


6-QU5u, 


Wo Fig. IL6. Dependenţa amplitudinii oscilafiel 


== fortate de frecventa fortei perturbatoare. 


rre w 
02 04 96 8 10 12 14 16 18 20 
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7, PROPAGAREA UNDELOR ÎNTR-UN MEDIU ELASTIC 


o. 


Se numeste undá fenomenul de propagare a unei miscári periodice. Lungimea de undá 
distanța străbătută de undă în intervalul de timp de o perioadă. 


esle 


2 97.1. Unde transversale, Acestea sinl unde la care mișcările oscilatorii se execută 
perpendicular pe direcția de propagare. Aceste unde se propagă în acele medii elastice 
ín care deplasarea unui strat faţă de altul produce forte elastice care tind sá readucá 
stratul la poziţia de echilibru. Acesta este cazul corpului solid. In fluide, undele trans- 
versale nu se propagá. Viteza de propagare a undelor transversale este ; 


(1I. 47) 


T fiind tensiunea la care este supus mediul, iar p — densitatea mediului. 


2.27.2, Unde longitudinale. Acestea sint acele unde la care mișcările oscilatorii se 
produc pe insási directia de propagare. Ele se pot propaga atit in medii solide cit si 


in fluide. Viteza de propagare a undelor in solide este : 


E (11.48) 


^ 


e 


unde Æ este modulul de elasticitate al mediului in care se propagă unda ; p — densitatea 
materialului. Viteza de propagare a undelor in gaze este : 


mE 


e 


(11.49) 


unde 
lui. 


y este coeficientul adiabatic, p — presiunea gazului, iar p — densitatea mediu- 


2.27.3 
in toate 
metric 


Unde plane si unde sieriee. Cind propagarea undelor se produce exact la fel 
direcţiile în jurul unui punct, propagarea se face prin unde sferice. Locul geo- 
„al punctelor aflate la un moment dat în concordanţă de fază, constituie o su- 
Sn de undá. o portiune micá dintr-o undă sferică aflatà la o depártare mare de 
ES. undei poaie fi consideratá ca undá plană. Direcţia de propagare a unei unde 
da ad n front de undá se numeste razá $i este normalá la suprafața de undă. Cind 
ES e o undă, ea transportă cu ea o cantitate de energie. Densitatea energiei trans- 
ate de undă este: 


W = 2720 022, (11.50) 


unde 5 
frecvent 


este densitatea mediului, a — amplitudinea oscilatiei produsă de undă, iar v — 
à oscilatiei. 


Intensitatea undei reprezintà cantitatea de energie transportatá de undá in unitatea 
de timp prin unitatea de suprafatá perpendiculará pe directia de propagare a undei : 


P, JP 
py 6 emet (11.51) 
S Arr? 


P fiind puterea izvorului de unde sferice sau energia emisá de izvorul de unde in uni- 
latea de timp. 


2 27,4, Ecuația undei plane. Aceasta permite sá se determine elongatiile punctelor 
puse în oscilație de către o undă plană în decursul propagării ei: 


t x 
y = a sin (ot — kx) sau y = asin 2r |— — —]» (11.52) 
n A 
unde k este numărul de unde: 
2x 
k= . 
A 


"i 9? 
i Mr ur A (1L53) 
op Ox? 
2 
2.27.5. Viteza de iază si de grup. În ecuaţia undei plane y = a sin € ( — E 
V 


mărimea V este viteza de fază. O undă reală diferă de sinusoida ideală. Potrivit teoriei lui 
Fourier fiecare segment de sinusoidă se descompune într-o infinitate de sinusoide ideale 
nelimitate în timp. Unda reală reprezintă o suprapunere — un grup — de sinusoide in- 
finite și viteza ei de propagare într-un mediu dispersiv se numește vilezá de grup. Ea 
este definită prin relaţia : 


dV 


Dp : (11.54) 


dA 
Pentru un mediu nedispersiv viteza de fază nu variază cu lungimea de undă U = V:i 


y 
Cind : rn 0, rezultă U > V; 
dA 


av 
di 


> 0, rezultă U — V, — dispersie normală. 


— 


expresie c. 
lice: F = —Kt. 
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2.28, EFECTUL DOPPLER-FIZEAU 


Acest efect constă în variaţia perioadei (frecvenţei) undei recepționate de un ob- 
servator cînd izvorul de unde si observatorul se deplasează faţă de mediul înconjurător. 
Formula generală a efectului Doppler-Fizeau este : 


y E, (IL 55) 


în care: 


Yọ este frecvența undei emisă de izvorul care se deplasează cu viteza u spre obsers 


vator ; 
D — viteza de deplasare a observatorului cátre izvor. 
c — viteza de propagare a undei in aer. 


2.29. DEFORMATHLE ELASTICE ALE CORPURILOR 


Alungirea relativà a unei bare de lungime lọ si secțiune S, asupra căreia acţionează 
forța F în lungul axei sale este dată de legea lui Hooke : 


AL OX. ue 
Ll cile dig. 11.56 
ENE Ner 


unde E este modulul lui Young. 
Mărimea F/S se numește efort unitar o. Legea lui Hooke devine: 


„Al 
lo 


E = (11.57) 


Lucrul mecanic cheltuit pentru deformarea barei se inmagazineazá sub formă de 
energie potenţială : 


= cutia fn ES at 
Wp= — = AR, (11.58) 
2 lo 


Notind ES/l cu K si Al = z se obtine : 
W, — 1/2 Kx?, (11.58) 


are coincide cu energia potențială a unui corp supus acțiunii unei forțe elas- 
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Constantele elastice ale unui corp izotrop sint: 1) modulul de compresibilitate Q; 
2) modulul de elasticitate la deformári longitudinale E; 3) modulul de elasticitate la 
forfecare T; 4) coeficientul lui Poisson p. 


Aceste constante sint legate prin urmátoarele relatii : 


E 
Q = ——————— (11.59); T = ———— 


- (11.59) 
3 (1 — 2)u 


3. CĂLDURA SI LEGILE GAZELOR 


3.1. TEMPERATURA 


Mărimea caracteristică a energiei cinetice medii a moleculelor unui corp reprezintă 
temperatura. Scara absolută a temperaturilor este scara Kelvin, factorul de proportio- 


nalitate fiind: K = 1,38 . 10-?? joule/^K : 


AA em (11.60) 


unde i este numărul gradelor de libertate pe care le au moleculele in mișcarea browniană. 
Pentru gazul ideal si gazele monoatomice i — 3, biatomice ¿=5, triatomice si poliato- 
mice i — 6. 


3.2. SCÁRILE TERMOMETRICE 


În practică se folosesc mai multe scări termometrice : 

— scara Celsius, care marchează punctele de topire ale gheții cu 0°C si de fierbere al 
apei cu 4-100*C ; 

— scara Fahrenheit, care marchează punctele de topire al gheții cu + 32°F si de fier- 
bere al apei cu --212?F (se foloseşte in Olanda, Anglia, S.U.A., Australia etc.) ; 


— scara Réaumur, care marcheazá punctele de topire al ghetii cu 0^R si de fierbere 
al apei cu +80%R. La aceste scări, temperaturile mai mici de 0? se socotesc negative ; 

— scara Kelvin, care marchează punctele de topire al gheții cu 273,16^K si de fier- 
bere al apei cu 373,16^K. La această scară nu sint temperaturi negative. 


DEE N 


— 


CĂLDURA ȘI LEGILE GAZELOR 


hb 
N 
Ga 


Relatiile de transformare dintr-o scară termometricá in alla : 


5 9 : 
T*K=273,164+1C; R= —t°C = " 14-32 | °F 
4 


4 9 5 4 " ^ 
LC tR = ( -iy 32] E;F = e 82)9G--—4£—32)9R. (11.61) 
5 9 9 


1.3. STAREA GAZOASĂ 


Starea unui gaz se cunoaşte din punct de vedere termodinamic dacă i se cunosc cu 
precizie parametrii de stare: P = presiunea; V = volumul; T = temperatura. 


3.3.1. Transformári. Gazul poate suferi transformări variind parametrii de stare. 
3.3.1.1. Transformarea izotermă. T = const, legea Boyle-Mariotte : 
PV E PV. (11.62) 
3.3.1.2. Transformarea izobară. P = const, legea Gay-Lussac : 
V, = Vo (14a) = Vox pTi (11.63) 
3.3.1.3. Transformarea izocorá. V = const, legea J. Charles : 


P, = Po (1+apt,) = Pop Tu. (11.64) 


3.3.1,4. Transformarea adiabaticá : 


P; VY = K = P, Vf. (11.65) 
, : r 1 
Gazul pentru care aceste 3 legi sint adevărate și ay = x = ————- se numeşte gaz 
273,16 
perfect. 
3.3.2. Legea gazelor perfeete : 
Pj Vi = Po Voi + ati) = PQVox T; = nRTi, (11.66) 


8.314 J/mol °K. Legea se mai poate scrie : 


P,V, — mr, 


Unde n este numárul de moli, iar R — constanta universalá a gazelor perfecte egale cu 
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k 8298,88 hs. 
în care m este masa gazului r= — — —— + — —constanta specifică a gazului, 
M kg ^K 


unde M reprezintá masa molará. 


3.3.3. Energia interná a unui gaz perfect: 


(IL67) 


unde K = R este constanta lui Boltzman; N = 6,023-10%% molecule/mol este numá- 


J 
rul lui Avogadro, iar K = 1,38.107?3 — + 
“K 


3.3.4. Drumul liber mediu. Drumul liber mediu A al unei molecule este drumul mediu 
parcurs de o moleculă în mișcarea dezordonată între două ciocniri (tabelul 11.7); el este 
T'abelulll dat de relatia : 


Drumul liber mediu al unei molecule 


1 | 
| A —————— $ (11.68) ` 
P, torr | A, em | Y 2 xo?n, | 
A a 
, | t Š unde o este diametrul moleculei, ny — numă- 
760 7:10 rul de molecule in unitatea de volum. Drumul 
liber mediu variază cu presiunea : 
1 | 51078 
10-? | 5.10-1 
10-5 | 5.1071 > P, 
107 | 5-10+3 ==. (11.69) 
| | ^ Pi | 
[ 
3.3,5. Viteza pătratică medie a moleculelor. Este dată de relația 
Fai 51, (11.70) | 
mN 1 
' 
3.3.6. Luerul mecanic in transiormările suferite de un gaz: 3 
Y : 
Eropa = | PAV = P(V, — V); (171) 


Vi 
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(5 a zt S 

Eszoterm = ARI —— =nNnRTIn—; (11.72) 

Jr d VA 

1 
«Ye . q ;YY-1 
^^ * dV nR' y 

Ludiavat => P, V i A S — Tij- A A (11.73) 

Jr, M Yd Va 


2027 
II 


Gaze reale. Corespondenta cea mai precisă a legii gazelor perfecte pentru gaze 
reale este legea Van der Waals: 


pi £x (V,—b)= RT, pentru un mol; (11.74) 
Ve 
0 
m*a 3 mb n m 
P £i > Vo — A T. RT; — = n, pentru n moli; (11.75) 
M? V5 M M M 
a si b sint constante care depind de natura gazului și au valorile : 
y E RT, 
a = — R?; b 2, (11.76) 
64 P, 8P, 


unde T, si P, reprezintă temperatura si presiunea critică. 


3.3.8. Starea eriticá.Starea gazului real în care pentru o anumită temperatură T, ecu- 
atia Van der Waals are 3 rădăcini egale pentru V = V, = V, = Va = Vase numește 
stare critică. În această situaţie Po, Ve, şi T, se numesc parametrii critici. În starea de- 
terminată de P,, V,si T, gazul poate exista sub formă lichidă sau gazoasă. Trecerea ga- 
zului dintr-o stare în alta și invers se face fără să-și modifice parametri, La o temperatură 
mai mare decit 7, gazul nu mai poate fi lichefiat indiferent de presiunea la care este supus. 


3.3.9. Ecuația redusă a lui Van der Waals. Exprimind 7,, Ve și P, în funcţie de a si 
b şi notind : 


8a 
1 Ez = ; Ve=3b; P,= E 
27 bR 27 b? 
P V I 
Tp m $06) em 5 quee 
E Ve T 


ecuația Van der Waals se poate scrie : 


T + seo — 1) = 87. 
[^u 


(11.77) 
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3.3.10. Teorema stárilor corespondente. Pentru douá gaze diferite, dacá douá din cele 
trei rapoarte m, œ si 7 sint egale si al treilea este egal: ` 


atunci : 
Hu 
V. Va | 
- d. ez zi . (11.78) 
Vie Vac 


3.4. PUNCTUL TRIPLU 


Starea pe care o are o substantá in care poate exista simultan in cele 3 stári de agre- 
gare se numește punct triplu. Presiunea P; și temperatura T; sint caracteristice fiecărei - 
substanţe. De exemplu : 

— pentru apă: T; = 273,16K; Pr = 6,02.10-? At; 

— pentru bioxid de carbon (CO): 7¿=216,6"K; Pp=5,11 At. 

Pentru fiecare substantá, parametrii corespunzátori punctului triplu Py si T; se pot. 
afla aplicînd teorema stărilor corespondente. 1 


B 


q 


3.5. CANTITATEA DE CĂLDURĂ 


Energia sub formă termică se numește căldură. Căldura sub formă macroscopică trece 
de pe un corp mai cald pe unul mai rece: i 


Qceaat = Qprimits Q = mc At, 
d 


unde c este căldura specifică, m — masa, iar £ — temperatura. Căldura specifică este nu- 
meric egalá cu cantitatea de cáldurá necesará unitátii de masá pentru a-și varia tem 
peratura cu un grad. Căldura specifică caracterizează fiecare substanță si variază cu 
temperatura. 


3.6. CĂLDURA SPECIFICĂ LA GAZE 


La gaze, căldura specifică depinde de modul încălzirii, izocoră sau izobară, €, sau Cp 


În practică se folosesc căldurile molare ale gazelor C, si C, : | 
i i42 | 
Ce —R; Dol 4 (11.79 1 

2 2 ; 
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Relația dintre ele Cp — C, = R reprezintă formula lui Roberl- Mayer : 


Cp Cp À : 
= —- = y (exponentul adiabatic). (11.80) 
C, Co 
3.7. DILATAREA CORPURILOR 
Sub actiunea cáldurii corpurile isi modificá dimensiunile : 
l = W1 + at); S, = So(1 +20); V, = Vo(1 + 3at), (11.81) 


unde « este coeficientul de dilatatie liniară si se măsoară in grad ; el reprezintă o mărime 
caracteristicá fiecárui corp si variazá de obicei cu temperatura. 


3.8. SCHIMBĂRILE DE STARE DE AGREGARE 


Topirea este fenomenul de trecere sub acţiunea căldurii de la starea solidă la starea 
lichidă. Schimbarea se face fără variaţia temperaturii : 


Q = ml, (11.82) 


L, fiind cáldura latentá de topire. 
Vaporizarea este trecerea de la starea lichidá la starea de vapori la punctul de fierbere 
a substanţelor sub acţiunea cádurii: 


Q — mL,, (11.83) 


L, fiind cáldura latentá de vaporizare. 
Precerea de la starea solidá la starea lichidá si de la starea lichidá la starea de vapori 
se face cu consum de căldură. Trecerea inversă se face cu cedare de căldură. 


3.9. CONDUCTIVITATEA TERMICĂ 


Din punct de vedere macroscopic, fenomenul de conductivitate termică constă din 
transportul căldurii de la un strat mai cald către unul mai rece. Cantitatea de căldură care 
străbate o suprafaţă, cînd de o parte și de alta a acestei suprafețe există un gradient 
de temperatură, este proporțională cu mărimea suprafeţei și cu gradientul de temperatură : 


AT 
QA ASA (11.84) 
x 
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MA VA A AAA II Pe ST Ia 


unde Q este cantitatea de căldură, > — coeficientul de conductivitate termică, S — supra- 
fața, iar AT/Ax — gradientul de temperatură. În general, coeficientul de conductivitate 
termică la solide, scade cu temperatura. La aliaje si corpuri slab conducătoare crește cu 


PA emp HN 
temperatura. Raportul En rámine constant (p este rezistivitatea electricá, iar T — 


temperatura). Formula (II. 84) este adevărată cind nu se produce schimb de căldură cu 
exteriorul. Problema nu este rezolvată în situaţia cind sint pierderi de căldură cu exteriorul 
existind numai relaţii aproximative : de exemplu, într-o bară neizolată temperatura nu 
scade liniar cu lungimea barei ci exponential : 


Toc E (11.85) 


unde l este lungimea barei, iar a o constantă care depinde de secţiunea barei, natura 
materialului, lustruirea suprafeţei natura, mediului înconjurător etc. 


3.10. ELEMENTELE METEOROLOGICE DE BAZĂ 


Atmosfera. Variația presiunii aerului în raport cu înălţimea se determină teoretic 
prin formula barometricá. Presupunind că temperatura aerului rămine constantă în toate 
punctele, adică în cazul asa numitei atmosfere izomerice, formula barometricá are 
forma : 


Py = P, e (11.86) 


în care P, este presiunea la înălțimea h, Py — presiunea la nivelul mării, g — acceleraţia 
cáderii libere la ináltimea h, iar R si T — constanta universali a gazelor si temperatura 
absolută, 

În realitate nu există atmosferă izomerică si de aceea s-a definit atmosfera standard 
internaţională, care are următorii parametri principali : 

— temperatura la nivelul mării constantă si egală cu 288.16 ^K (15°C); 

— temperatura la orice înălțime mai mare de 11 km egală și constantă cu 216,66 °K 
(—56,5°C); 


— gradientul vertical de temperatură dT/km = —6,5°K ; 
— accelerația normală a căderii libere 9,80655 m/s ? ; 
— umiditatea 0%; 


densitatea aerului la nivelul mării si la 15 *C egală cu 1,22595 kg/m?. 


3.11. BAROMETRE 


Barometrul metalic aneroid este un instrument de măsurare aproximativă a presiunii 
atmosferice. Pentru măsurări precise se folosesc barometre cu mercur. Corectiile care 


i 


ium 
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aduse barometrului cu mercur se datoresc dilatării mercurului, dilatării 
dilatării scalei. Corectia de temperatură se calculează cu formula : 


H, = Hll — (8 — DU), 


trebuie 
capi larului, 


(11.87) 


unde Hy este presiunea atmosferică la 0°C, H, — presiunea indicatá de barometru la tempe- 
ratura t, iar æ si B. — coeficienţii de dilatatie ai scalei si mercurului. Pentru toate tempera- 
turile mai mari de 0°C, corectiile sînt negative, iar pentru temperaturile mai mici de 0°C 
corectiile sint pozitive. Pentru mercur f —0,000182 *C—1, iar pentru sticlă «= 0,000008 *C=1, 


DETERMINAREA STĂRII HIGROMETRICE 


3.12. 
Starea higrometrică se exprimă prin raportul dintre P, presiunea vaporilor existenţi 


în atmosferă și presiunea lor maximă Pinag corespunzătoare temperaturii mediului la un 
timp dat (tabelul II. 8): 


(11.88) 


Tabelul II. 8 
Presiunea si densitatea vaporilor de apá saturafi, in intervalul de temperaturi 


de la 30 pînă la 120 ^C 


p | » I » D - | 4 p 
s Hg gim’? t^c FS. Hg g/m? | ec io Hg g/m3 

20 | 0,772 lid 1278 12,8 | 35 42,175 39,6 | 

18 | 0,935 | 1,05 | 16 | 13,634 13,6 36 44,563 41,7 
16 | 1,128 | 1,27 | 17 | 14,530 145 | 37 47,067 44,0 | 

14 | 1,857 | 1,51 | 18 | 15,477 154 | 38 49,692 46,2 
2| 1,027 | 1,599] 10 | 16,477 16,3 39 48,6 | 
10 | 1,946 |2,14 | 20 | 17,535 17,3 40 | 51,2 | 

8| 2,321. |254 | 21 18,65) 18,3 54.1 65,6 
2,761 | 2,99 | 22 | 19,827 19,4 50 83,2 | 
4 3276 | 3,51 | 23 | 21,068 | 20,6 55 104,6 | 
2 3,879 | 4,13 24 | 22,377 21,8 60 | 130,5 | 
0 4,579 | 4,84 , 25 | 23,756 23,0 65 | 161,5 | 
2, 5,94 | 5,00 | 26 | 25,209 24,4 70 198,4 | 
1 | 6,101 | 6,40 | 27 | 26,739 25,8 gum 242,1 | 

6-4. 7,013 | 7,3 28 | 28,349 272 39m al 293,8 

8 8,045 | 8,3 29 | 30,043 28,7 a5 du 354,1 
10 9,209 | 9,4 30 | 31,824 30,3 90 424,3 | 

11 | 9,844 | 100 | 31 | 33,695 320% | 095 505,0 
12 | 10,518 | 10,7 | 32 | 35,663 33,8 100 598,0 | 
13 | 11,231 | 11,4 (033 | 37,729 356 | 110  |107426 827,0 | 
14 | 11,987 | 12,1. | 34 | 39,898 37,0 | 120 [1489/14 |11220 | 
| | 
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Aparatul cel mai precis si mai des întrebuințat este Psichrometrul aspirator care folo- 
seste un termometru uscat si un termometru umed. Formula care dá umiditatea cu acest 
aparat este : 


in care: 


€ = ES» (11.91) 


este constanta dielectrică sau pe scurt permitivitatea ; ey are valoarea 8,85-10—1* F/m, in 
SI, iar e, este o constantá pentru fiecare mediu in parte. 

4.1.2. Cimpul eleetrie. Orice regiune din spaţiu in care un corp electrizat ar fi supus 
actiunii unei forte coulombiene, reprezintá un cimp electric. Intensitatea cimpului electric 
este factorul de proportionalitate între sarcina electrică si forţa coulombianá : 


p o, — Pa — KH (14 — to) 100 
" JO == e id ver TI xis i 
P, 


(11.89). 


în care Pj, este presiunea vaporilor saturați exprimată in torr la temperatura termome- 
* B . . e 
trului umed, P, — presiunea vaporilor saturanti exprimatá in torr la temperatura termo- 
t A Y H n 
metrului uscat (a mediului), K — constanta aparatului, H — presiunea atmosferică in 
torr, iar l4 şi lg — temperaturile termometului uscat si umed. i 


- ` . LM 
F = Eq, sau vectorial: F = Eq, (11.92) 


de unde; 


? QUE 
| rA i A o A A he 
Tabelul IL 9 3.13. VINTURILE l s TT (11.93) 
Clasifi carea vinturilor | E a : 
| 4.1.3. Potenţialul electrostatie Cimpul E poate fi considerat ca provenind dintr-un 


Vinturile se caracterizează prin intensi- 
| | tate și direcţie. Intensitatea se măsoară cu 


potenţial electrostatic V definit prin relaţia : 


Tangora | piei |  anemometrul si se exprimă in m/s. E, 
| | Anemometrele cele mai întrebuințate sint | E = — grad V. (11.94) 
J cele cu cupe si cele cu palete. Anemometrele A A p ; 
Slab 0-3 moderne au declansator automat. l În regiunile din spațiu unde există o densitate de sarcină p, potențialul satisface ecuația 
3t : | s r4 | a . : à i £ | i Poiss » 
Mijlociu | 3—6 Anemografele înscriu viteza vintului Si | lui Poisson 
Tare 6—10 | variaţia ei printr-o curbă continuă. | 
Furtuná 10—14 | Direcția vintului se măsoară cu girueta v=- ud y (11.95) 
Vijelie | 14—20 | care este o figură de tablă u:obilă în jurul | E 
Uragan | 20—40 | unei axe care se orientează asa ca să opună } | i 
BAS PA pd PRECII — 5 minimum de rezisteuşa «a vînt (tabelul 11.9). | soluļia acestei ecuații fiind : 


" i mM 1 D, , z 
V (a'g/z!) = ——- W MORD AR (11.96) 
y 


4 Te r 


unde : 


4. ELECTRICITATEA 


r =Y a) F yy) FE) (11.97) 


> EET wp AUPEKC A $ m A ^ ji ES 7 : 
1.1. ELECTROSTATICA 4.1.4, Luerul eimpului eleetrie, Într-un spaţiu in care există un cimp electric produs 
de surse de naturá coulombianá, lucrul cimpului electric pentru deplasarea unei sarcini 


pozitive q depinde numai de potentialele punctelor extreme. El nu depinde de drumul 
parcurs : 


4.1 .1, Legea lui Coulomb. Forta de interactiune dintre douá sarcini electrice punctuale 4 
qı Și qa este proporţională cu produsul lor si invers proporţională cu pătratul distanţei 
dintre ele: 


NS y 
q E dl = (Vi, — Va)= qU. (11.98) 


2 214 2 1 
p= HB , Sau vectorial: F — 31927 , (11.90) 
Ar er trer? 


P É i 
entru un parcurs închis lucrul mecanic este zero. 
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4.1.5. Condensatorii electrici. Doi conductori separati printr-un dielectric formează 1,2. ELECTROCINETICA 


un condensator. Se consideră cá pentru doi conductori dati, Q este întotdeauna propor- - 
tional cu tensiunea dintre cei doi conductori, Q — CU. Factorul de proportionalitate Cc 
se numeste capacitatea condensatorului format de cei doi conductori. A 
Existá urmátoarele tipuri de condensatori : 
— condensalori plani cu capacitatea : 


4.2.1. Curentul electric, Transportul de sarcini electrice într-un anumit sens, desi 
electronii se mișcă în toate sensurile, se numește curent electric. ien 


Ín materialele conductoare (metale) se gásesc foarte multi electroni liberi care se de- 
plaseazá haotic printre nodurile retelei cristaline. Numárul sarcinilor negative este egal 
cu cel al wejpucm viel astfel cá metalul apare neutru din punct de vedere electric 
Intensitatea curentului intr-un conductor la capetele cáruia s-a apli i ide 
e a p plicat o diferentá de 


c==; (11.99) 


I=nsve, (11.105) 


Ame | 
G ; | 
R | 4 E x : : € á 
In Ra (11.100) | unde n este numărul electronilor din unitatea de volum, s — secţiunea conductorului 
Ra | D — este viteza medie pe care o imprimă cimpul electric electronilor, iar e sarcina electricá 


a electronului. 


Intensitatea curentului constant se mai defineste ca raportul dintre cantitatea de 
electricitate care strábate o secţiune transversală a unui conductor într-un interval de 
timp oarecare și mărimea acelui interval; 


Ü 4 tuc iles (11.101) 


4.1.6. Gruparea condensatorilor. Cînd condensatorii sint montați in paralel, capacita- I= 


tea echivalentă a sistemului este egală cu suma capacităților : 


Q 
(p (11.106) 


z = Ci + Ca + T. . 4.2. i eri X x E 
C G HG (11.102). r .2.2. Legea lui Ohm. Legea experimentală care arată că intensitatea curentului care 
i rece printr-un conductor este direct proporţională cu tensiunea aplicată la capetele 


lui se numește legea lui Ohm: 


Cind sint montați in serie, capacitatea echivalentă este dată de formula : 


= I=GU 
1 1 1 1 ; $ d 
Php ee (11.103 (11.107) 
En OUT Aa MS 


1 
R 


Factorul de proportionalitate G — 


* se numeste conductantá. 


4.1.7. Dielectrici. Materialele care sub acţiunea unei tensiuni electromotoare continue. 
nu permit trecerea unui curent electric de conductie continuă se numesc dielectrici. 
Un dielectric plasat între plăcile unui condensator aflat la o tensiune continuă se va polaz 
riza. Pe feţele lui vor apărea sarcini datorite unui curent de deplasare din interiorul său 
Spre armătura pozitivă a condensatorului dielectricul se va încărca cu sarcini negative. 
si invers. Aceste sarcini nu párásesc dielectricul, ele fiind legate de edificiul molecular. 
Se mai numesc si sarcini legate. În momentul in care forţele coulombiene dintre, pol 
dipolului format sub acţiunea cimpului exterior devin egale cu forţele electrice exteri 
miscarea sarcinilor in dielectrici inceteazá. Curentul de deplasare devine zero. Starea € 


Deci ; 


di j (11.108) 


f y a i : : . vu E : Pen e de 
tricá a dielectricilor este caracterizată prin vectorul inducţie electrică D care este colin tru întreg circuitul : 


cu “intensitatea cimpului electric exterior : 


(11.109) 


3 > 
Des. 


n 
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douá pile de tensiuni electromotoare diferite E, si Ej, avind rezistentele interioare r, ȘI Ta 


; montate fn paralel, dau o tensiune electromotoare egală cu : 


RUE. T (11.110) (11.117) 


Legea lui Joulle-Lenz. Această lege stabilește cantitatea de călduri care se 


constanta de proportionalitate fiind rezistivitatea materialului c. care variază cu tempera 
intr-un conductor electric parcurs de curentul Z: 


f 
tura după legea: 


P = go(1 + a), (11.111) 1 
Q — —- RPI, unde J=4, 18 J/calorii. (11.118) 


in care x este coeficientul de variație a rezistivitátii cu temperatura. De exemplu, pentru 
cupru x = 0,00393. 


sistemul internațional : 


1.2.4. Legile lui Kirchhoii: 
suma curenților care intră într-un nod al circuitului este egală cu suma curenților 
care ies din acel nod: X I = 0; 
- pentru orice drum închis într-o rețea oarecare, suma produselor dintre curenţii 
intilniti si rezistentele parcurse de ei, este egală cu suma forțelor electromotoare : 


SRI —XE. (11.112) 


(11.119) 


4.2.8. Surse chimice de curent 
1.2.5. Rezistenje echivalente: 4 1. Elementul Leclanché. Electrodul pozitiv este o placă făcută din praf de cărbune 
amestecat cu rășină, comprimat in forme speciale și încălzit pînă se arde rășina. Această 
placă este introdusă într-un vas poros de porțelan în care se găsește bioxid de mangan. 
Electrodul negativ este un cilindru de zinc. Electrolitul este o soluție apoasă de clorură 
de amoniu (NH4CI), Tensiunea electromotoare E — 1,45 V. Bateriile pentru lămpile porta- 
tive se fac pe acest principiu numai că electrolitul este imobilizat intr-o pastă cu gelatină 


gruparea serie : 
R=RA+R Rg ds. (111.113) 


gruparea paralel : 


4.2.8.2. Elementul Daniel. Electrodul pozitiv este din cupru, iar cel negativ din zinc. 
Zincul stá cufundat in solutie de sulfat de zinc, iar cuprul in solutie de sulfat de cupru. 
Cele douá solutii sint separate printr-un perete de portelan poros, pentru a nu se amesteca. 
Tensiunea electromotoare E — 1,07 V. 


SUE E A is (11.114) 


1.2.6, Montarea tensiunilor eleetromotoare : 
— in serie cînd bateria astfel formată debitează o tensiune egală cu suma tensiunilor 
elementelor montate : 


4.2.8.3. Elementul Weston. Electrodul negativ este un amalgam de cadmiu, iar electro- 
litul o soluţie saturată de sulfat de cadmiu in care se găsesc și cristale in exces. Electrodul 
pozitiv este o pătură de mercur peste care slă o altă pătură de sulfat mercuros. Tensiunea 
electromotoare E = 1,018 V la temperatura de 18°C. Acest element servește numai in 
laboratoare ca etalon de comparaţie la determinarea tensiunii electromotoare prin metoda 
opoziţiei. 


3 " A A nE 
E =E; + Es + Eg; I = poen : (11.115) 
+ nr 
4.2.8.4. Acumulatorul cu plumb. Placa pozitivă este formată dintr-un schelet metalic 
de plumb antimoniat, în care este introdus oxidul de plumb. Placa negativă fiind cons- 
truitá la fel, se umple cu pulbere de plumb curat. Electrolitul este o soluție de SO4H,. 


— în paralel, cind trebuie sá se obţină dela bateria astfel tormatá un curent mar? 
la o tensiune mică: 


i EE La un acumulator incárcat, densitatea electrolitului este 1,24 iar tensiunea electromo- 
pit (11.116) toare E = 2,2 ...2,4 V. El nu trebuie descărcat niciodată sub 1,8 V. Încărcarea si des- 
AR x cărcarea acumulatorului nu trebuie să se facă la un curent mai mare ca valoare numerică 


' *u 1/10 din capacitatea lui exprimatá in amperi-orá. 
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4.2.8.5. Acumulatorii alcalini cu fier-nichel. Aceştia sint mai usori si mai rezistenți 
decit cei cu plumb. Placa pozitivă este construită din nichel și după încărcare se acoperă 
cu hidrat de nichel. Placa negativă este confecționată din fier in pulbere fină, amestecat 
cu puţin mercur. Electrolitul este o soluţie de hidrat de potasiu cu concentraţie 20%, 
Tensiunea electromotoare este E = 1,3 ... 1,4 V. Descărcarea se poate face piná la zero 
fără nici un inconvenient. Capacitatea acestor acumulatori este mai mică ca a celor de 
plumb. 


4.2.8.6. Pile cu depolarizant peroxid de argini. Elementul se compune dintr-o placă 
de zinc amalgamat (anodul) montat între două plăci de argint (catozi) care au pe părțile 
interioare cite un strat de pastă pe bază de oxid de argint și hidrat de potasiu. Fiecare 
catod este învelit in hirtie sugativă. Electrolitul celulei este o soluție apoasă de 20 —40 o7 
hidrat de potasiu. Tensiunea la bornele pilei încărcate este de 1,5 — 1,6 V. Construcţia 
elementului permite o stocare îndelungată în starea neactivá si nu degajă gaze la descăr- 
care. După activare cu electrolit, pila trebuie folosită în interval de 24 — 72 h. 


4.3. ELECTROMAGNETISMUL 


4.3.1. Indueţia magnetică. Dacă asezám un conductor ab străbătut de curentul 7 

într-un cîmp magnetic B (fig. II. 7) asupra conductorului acţionează forţa : 
-=$ = > 

F = I(l X B): (11.120) 

Prin definiţie, raportul dintre forţa maximă cu care un cîmp 

magnetic uniform acţionează asupra unui curent și produsul dintre 


intensitatea curentului și lungimea conductorului străbătut de 
curent reprezintă inducția magnetică a cimpului respectiv : 


t. (11.121) 


Fig. 11.7. Deplasarea unui conductor liniar (ab) parcurs de un curent 


ET 
electric atunci cind se aflá intr-un cimp magnetic B. 


4.3.2. Fluxul vectorului inducţie magnetică. Integrala de suprafaţă a componentei 


EN 
normale a vectorului B relativă la suprafaţa S definește fluxul magnetic : 


> 
p = (| B n ds = íj B ds cos a. (11.122) 
8 S 
Pentru cazul in care cîmpul magnetic este uniform se obține : 
OLBE (11.123) 
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1.3.3. Intensitatea cimpului magnetie. Un curent liniar infinit de lung produce. in- 
tr-un punct situat la distanţă a de curent, o inducţie: 


I 
B = pu > (11.124) 
2 ra 
B h B 
Mărimea —— reprezintă intensitatea cimpului magnetic | H = — |* 
T$ u UM 
Deci, in acest caz: 
Jin e (11.125) 
2ra 


Intensitatea cimpului magnetic poate sá caracterizeze cimpul magnetic intr-un punct, 
dar independent de mediul in care este generat cimpul magnetic ; permeabilitatea mag- 
neticá absolută a mediulmi este : 


u = Uo Urs 


unde : Ug = 47 + 1077 H/m este — permeabilitatea magneticá a vidului si are aceastá 
valoare in SI; 
Uy — permeabilitatea magneticá relativá a mediului. 


4.3.4. Magnetizarea unei substanțe. Prin substanţe magnetice se inteleg toate acele 
substante care pot sá se magnetizeze sub influenta unui cimp magnetic exterior. Dintre 
márimile care caracterizeazá proprietá- 
lile magnetice ale substanţelor cele mai 
importante sint: permeabilitatea mag- 
neticá u, si susceptibilitatea magne- 
ticá Ym. Între aceste două mărimi există 
următoarea relaţie u, = Xm + 1 (în SD. 
Din punctul de vedere al felului cum se 
magnetizeazá substantele ele pot fi im- 
pártite in douá categorii : 

a)Substante diamagneti- 
ce la care X, este negativ si u, mai 
mic decit 1. O bará de asemenea sub- 
stanţă pusă între polii unui electromag- 
net isi va forma polul nord în fata 
polului nord al electromagnetului. Astfel, 
ca tinde sá se așeze perpendicular pe 
liniile cimpului. 


Fig. 11.8. Curbele histerezis. 
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b)Substante paramagneticela care ym este pozitiv si u, mai mare deci d. EI 
Ele se magnetizeazá invers faţă de cele diamagnetice. Unele din aceste substante.au p er. 
meabilitatea si susceptibilitatea magneticá deosebit de mari (de ordinul zecilor si sutelor ( 
de mii) Aceste substanţe se numesc feromagnetice. La aceste substanţe y;,si p, nu sint 
constante, ci variazá sensibil cu valoarea cimpului inductor. Substantele prezintá o mag- 
netizare remanentá așa cum rezultă din curbele reprezentate in figura 11.8. Exemple ; 
Fe, Ni, Co și aliajele lor. 


4.3.5. Magnetismul pámintese. Faptul că acele magnetizate se orientează după o 
anumită direcţie în orice punct de pe suprafața pămintului, dovedește că pămîntul pre- 
zintă doi poli magnetici. Direcţia cimpului magnetic terestru are un mic unghi de deviatie 
fatá de planul median terestru. Acest unghi se numeste declinatie D a cimpului magnetic. 
Intensitatea cimpului magnetic terestru variazá dupá pozitia punctului pe suprafata 
pámintului. Ea este minimá la ecuator si maximá la poli. 

Inclinatia este unghiul pe care-1 face cimpul magnetic cu planul orizontal (tabelul 11.10) 
În general, înclinația este aproape de zero la ecuator si aproape 90° la poli. Polii magnetici 
executá o miscare de rotatie in jurul polilor geografici. Aceastá rotatie dureazá circa 
800 ani. 


Tabelul ITTO — 
Valorile inelinatiei si deelinatiei magnetice pentru diferite localităţi ale ţării 


| 


| Oragul Declinatia Inclinatia Hp. Gs Z, Gs 

| | | 

| L 

| eee Pe peste eee eee i E 

| Iasi | 3%08' Est 63°30 | 0,213 0,428 v 
IU FEROE Uh | -| — ———— d——— —— 
Bucuresti | 231’ Est 61°16 | ` e f 

pos E — > — | ——— Jp — —— 000 — 

| | | ) 

Cluj | 2902 Est | 63014 i " Y 
Timisoara 0*50' Est 62*30* | - 5 i 


Y 


Cimpul total T poate fi descompus in douá componente: '] 
(fig. 11.9) una orizontală H, si una verticală Z : 


Hp = T cos I; Z=T sin 1, (11.126). 


I fiind unghiul de înclinaţie. 


Fig. 11.9. Componentele cimpului magnetic pámintese. 
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4.3.6. Inductia electromagnetică. Într-o spiră străbătută de un flux magnetic variabil 
ia naștere o tensiune electromotoare : 


dd 


di 


|] 


(11.127) 


Dar tensiunea electromotoare dintr-un circuit este egală cu circulaţia vectorului 
cimpului electric de-a lungul circuitului : 


P > > : >> 
$8 — QUE di sau $ = | rot E ds* (11.128) 
8 
> > 
inlocuind valoarea fluxului AD — B ds se obţine: 
>> j | AA 
(| rot E ds = — (f B d de unde | rot E — —É | (11.129) 
8 5 


Această relaţie reprezintă legea inductiei electromagnetice sau a II-a ecuaţie a lui Maxwell 
care descrie cimpul electromagnetic. 


4.3.7. Autoinduetia. Tensiunea electromotoare de autoinductie se manifestă în cazul 
curenților variabili a tunci cînd fluxul produs de ei străbate circuitele care le-au produs. 
Fluxul care străbate circuitul este o funcție liniară de curent : 


ÖS 20 (11.130) 


L este un coeficient de proportionalitate den umit coeficient de autoinductie sau inductantá. 
Pensiunea electromotoare de autoinductie va fi: 


do di 
$= EL. (IL131) 
dt dt 


Conform legii lui Lenz, ea se opune variatiei curentului care o produce. 


. 4.3.8. Induetia magnetoelectricá. Aceasta este reciproca inducției electromagnetice. 
Experientele de inductie magnetoelectricá conduc la urmátoarele douá legi : 


un cimp magnetic variabil ia nastere intr-o regiune a spatiului atunci cind variazá 
fluxul inducției electrice care străbate acea regiune ; 


— cîmpul magnetic indus are sensul prin care se opune cauzei care-l produce. 


16 — c. 292 
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Expresia vectorialá a legii inductiei magnetoelectrice este : rotorul cimpului magnetic 
indus este egal cu viteza de variatie a vectorului inducției electrice : 


E > 
rotH = D| (11.132) 
Această relație constituie prima formulă a lui Maxwell pentru cimpul electromagnetic, 


4.3.9. Cimpul electromagnetic. Acesta rezultă din combinarea intimă, genetică, a 
unui cimp electric variabil cu un cimp magnetic variabil, și reprezintă o formă anumită 
a materiei caracterizată printr-o serie de proprietăţi : 1) distribuție continuă în spațiu; 
2) propagare cu viteza luminii ; 3) producerea de acţiuni mecanice asupra curenților 
electrici si asupra particulelor electrizate. 

Ecuațiile de propagare ale cimpului electromagnetic sint : 


A > => MEE > 
xH =D; VxE--— B; (11.133) 
sau in sistemul Gauss: 
e > zi > 
vb ES a: Ho EH (11.134) 
c c . 


Sistemul Gauss este sistemul de unitáti in care márimile electrice se exprimá in sistemul 
CGSey, iar cele magnetice in sistemul CGSus. 
Punind conditia ca E si H sá varieze sinusoidal fárá amortizare $1 ca el sá depindá 


> > 
numai de coordonata z, se ajunge la concluzia cá vectorii E si H sint perpendiculari intre el 
si pe directia de propagare (fig. 11.10). 


> — 
Fig. 11.10. Situaţia vectorilor E și în lungul direcţiei de propagare. 


Din cele 6 ecuații diferenţiale (cele două vectoriale scrise pe componente) rămin în 
final numai două : 


PE, co 9E,. 0%, _ e Hy (11.195) 


HT m — a — — 3 


0t? zu da” ðt? eu ox? 


ELECTRICITATEA 243 
TA d z 2 è 
punind condiția — = v? se obţin două ecuaţii asemănătoare cu ecuaţia de propagare 
a undei plane : 
VE, NU d cn oH, Hy 
HAE pp ae 2 iile sate sie ains 
or? ga? ^ oe da? pad 


Cimpul electric cit si cimpul magnetic se propagá sub formá de unde transversale cu 
viteza : 


pentru vid (€a = 1 in sistemul CGS €, si pp = 1 în sistemul CGSi&) viteza de pro- 

pagare este egală cu constanta electrodinamicá adică cu 3: 1019 cm/s. Astfel, în vid 

undele electromagnetice se propagá cu aceeasi vitezá ca undele Juminoase. O serie de 

experiente au arátat cá undele luminoase sint de naturá electromagneticá. Din opticá 
ec 

se stie că raportul — = n (indicele de refractie al mediului). Legătura între mărimile 
v 


optice care caracterizează mediul si mărimile electromagnetice este : 
n* = Ep. 
À O variație a lui n în funcție de conditiile meteorologice duce la schimbarea constante- 
or £ si ge 
4.4, CURENTUL ALTERNATIV 


1.4.1. Valorile instantanee ale tensiunii si eurentului. Dacá o spirá este strábátutá 
de un flux magnetic D=, cos ol tensiunea electromotoare indusă în ea este (fig. II.11) : 


E =— —— = — 0, 0 sin of. (11.137) 


Notindu-se Emay = Ey = Qc se poate serie : 


E = Ej sin ot. (11.138) 


Fig. IL11. Variatia fluxului magnetic care 
străbate o spirá in mișcarea de rotaţie. 


244 FIZICA 


—M—————————————————————————————————— 


Potrivit legii lui Ohm: 


E E 


Fa — m ati) sin ol — I, sin ot. (11.139) 


R R 


4.4.2. Valorile efective ale tensiunii electromotoare si intensității curentului. Valoarea 
efectivă 7, a curentului alternativ este egală cu intensitatea unui curent continuu, care 
dezvoltă aceeași cantitate de căldură ca și curentul alternativ trecind prin același rezistor, 


în același interval de timp: 


UR. Io 
bcm yz , 


I Est 


Yr 


(11.140) 


4.4.3. Puterea in curent alternativ. Aceasta este puterea efectivá : 


P = UgI, cos o. 


(11.141) 


unde q este unghiu! de defazaj intre tensiune si curent, iar cos 9 se numeste factor de pu- 


Lere. 


4.4.4, Circuit eu inductantá, capacitate si rezistență ohmică (fig. 11.12). Legea 


lui Ohm : 


U 
uc Dl uS pon (11.142) 
/ 1^ 
/ R + | Lo — — 
Co 
"T ; 4 1 zt 
unde Lo este reactantà inductivă, iar —— — reactanta capacitivă. 
Co 
| Y i Y, 
UN C IS TM 


Fig. 11.12. Circuit cu induce 
tantá, capacitate si rezisten- 


tá ohmicá a. Acţiunile defazale - 


ale capacităţii si inductantei b 
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PAS MES calan. Sa (11.143) | 


Dacă Lo -= —— circuitul intră în rezonanţă, iar impedanta se reduce la rezistenţa 
Co 


ohmicá. 


4.5. CIRCUITUL OSCILANT 


4.5.1. Circuitul oscilant inchis (fig. 11.13). Condensatorul se incarcá la o tensiune con- 
tinuá, apoi se pune în legătură cu bobina L., Condensatorul se descarcă in bobină, după 


Fig. 11.13. Circuit oscilant închis. 


== 
| 
"hA an 


care apoi se reincarcá cu polaritate inversá ; dupá aceasta fenomenul se repetá, oscilatiile 
amortizindu-se dacá nu sint intretinute. 

Între plăcile condensatorului există un cîmp electric E, iar în bobină apare un cimp 
magnetic H. Cind E este maxim, H este minim si invers, Perioada de oscilație este : 


T = 2x VLC. (11.144) 


4.5.2. Circuitul oseilant deschis. Oscilatorul electromagnetic capabil sá producă osci- 
latii electromagnetice, este constituit dintr-un circuit oscilant deschis. El se obtine 
prin îndepărtarea celor două plăci ale condensatorului, din circuitul oscilant închis 
(gura 11,14,a). Acesta poate fi înlocuit cu un fir de conductor liniar străbătut de un 
curent de înaltă frecvență. Capacitatea si inductanta acestui circuit sint distribuite 
de-a lungul întregului fir. Un astfel de circuit se numește dipol. În spaţiul din jurul | 
dipolului electric există cîmp electromagnetic care oscilează periodic cu frecvența 
curentului din dipol (fig.11.14,b). 


246 FIZICA 


ad ia 


Fig. 11.14. Circuit oscilant deschis a. Linii de forţă magnetice 
si electrice, în jurul unui dipol b. 


4.6. DESCĂRCAREA LUMINISCENTĂ 


Această descărcare se observă ușor într-un tub lung de sticlă vidat (pi tor) cu 
electrozii plasați la capetele lui. Aplicind între electrozi o tensiune continuă dia ce în ce 
mai mare, curentul care trece prin gaz crește la început cu tensiunea, apoi devine staționar 
(curent de saturație) si în sfirsit crește din nou cu mărirea tensiunii (fig. 11.15, a). y 


JL 


0 U 


ü 


A E ¿AOS RE VE AP : Va] " : : 
Fig. 11.15. Varitia intensitátii curentului transmis in functie de tensiunea aplicatá electro- 
zilor a gi descărcarea la joasă presiune in curent continuu b: í ] 


1 — spaţiul întunecat al lui Hittrof; 2 — spaţiul întunecat al lui Faraday; 3 — teacă catodică; 4 — lumină 
negativă; 5 — coloană pozitivă. i + d 


În domeniul tensiunilor ridicate cînd tensiunea dintre electrozi este mai mare decit - 
tensiunea de aprindere a gazului respectiv, electronii liberi capătă energii suficient de 
mari pentru a produce ionizarea moleculelor gazului respectiv. Numărul de electroni Se 
înmulțește foarte mult, are loc o avalanșă electronică care duce la creșterea bruscă. 8 
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intensității curentului anodic (porţiunea BC a curbei). Descărcarea electrică din tub este 
insotitá ia acest caz de fenomene luminoase ; ea se numește luminiscentá. 

Atmoii ionizati transformă energia mecanică a șocurilor în energie luminoasă. În tub | 
ar mai multe zone luminoase si respectiv întunecoase (fig. 11,15, b), iar căderea de po- 
ntial se repartizeazá în mod neuniform în lungul tubului. 


ap 
te 


4.7. PLASMA 


in tuburile de descărcări in gaze s-a dovedit experimental că intensitatea cimpului 
electric în regiunea coloanei pozitive are o valoare mică, ceea ce dovedeşte că concentra- 
tia sarcinilor pozitive este aproape egală cu a celor negative. Această stare specială în care 
se găsește gazul ionizat in tubul de descărcare a primit denumirea de plasmă. 

În straturile superioare ale atmosferei aerul se găsește sub formă de plasmă (aurorele 
polare). 

Plasma la care temperatura gazului ionizat nu depáseste citeva zeci de grade Celsius 
se numeste plasmá rece. Plasma care ia nastere in flácárile de temperaturá inaltá se nu- 
meste plasmá fierbinte. 

Plasma se foloseşte la sudarea si tăierea metalelor, la tăierea betoanelor, la transforma- | 


rea energiei calorice in energie termică, la producerea unor reacții chimice. 


1.3. TUBURI ELECTRONICE 


4.8.1. Dioda. Aceasta este compusă dintr-un filament de wolfram care se incálzeste 
pină la roşu sub acţiunea curentului si un cilindru metalic care înconjoară filamentul, 
ambele fiind introduse într-un tub de sticlă din care s-a scos aerul (fig. 11.16, a). 


2200 


Fig. 11.16. Dioda: 
a-dispozitia electrozilor si alimentarea lor; b-caracteristicile diodei; 1 — anod; 2 — 
Ig = f (Ua) Ty = const. 


catod ; | 


. Emisia termoelectricá constá in emiterea de electroni de cátre metalele care ajung la 
incadescentá. În cazul diodei, electronii emiși de filament (sau de catod la lămpile cu în- 
cálzire indirectá) sint atrasi de placá, care se aflá la un potential pozitiv fatá de filament 
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si se formeazá astfel curentul anodic (fig. 11.16, b). Dacă placa se află la un potential ne~ 
gativ fatá de filament, electronii nu vor fi atrași ci respinși si nu va trece curent electric 
prin tub. De aici reiese functia de redresare a diodei (fig. 11.17). : 


siuni prea mari de grilá deoarece in acest domeniu apare curentul de grilă care este dăună- 
tor in montajele electronice. a 
Parametrii tubului sint: | 


A mA — panta: 
2 


AL | 
S =1g q c. ; (11.145) a 
AU, U ¿const | 


factorul de amplificare : 


d 


— s. (11.146) 
f Ii - const 
rezistenţa internă: 


R; = "ma * (11.147) | 
Ala * U,* const | 


Fig. 11.19. Caracteristicile de grilă ale triodei. 


Fig. 11.17. Redresarea curentului alternativ cu ajutorul diodei. j 


Cele două diode (fig. 11.17) lucrează in contra timp reuşind să dea un curent continuu | 
pulsant, care cu ajutorul unui filtru electronic se niveleazá, avind foarte mici variatii ale 
pulsaţiei. Dioda cu vid înaintat folosită pentru redresarea curentului alternativ se mai 
numește Kenotron. 


4.8.2. Trioda. Dacă se introduce la o diodă între filament și placă (anod) un al treilea 
electrod numit grilă de comandă se va obţine trioda (fig. 11.18). La lămpile cu încălzire | 
indirectă grila este formată dintr-o sită metalică care înconjoară filamentul, respectiv | 
catodul. Grila are rolul de a comanda curentul anodic. | | 

I 


Valorile numerice ale tuturor parametrilor tuburilor electronice sint Labelate! Func- 
tiile triodei sint : amplificare, detectare de oscilaţii (fig. 11.20, a) si generare de osci- 
latii (fig. 11.20, b). 


Fig. 11.18. Trioda. Dispozitia electrozilor si alimentarea lor: 


1 — placă; 2 — grilă de comandă; 3 — filament. i Fig. 11.20, Etaj de amplificare cu triodá a. Trioda ca generator de oscilatii b. | 
| x i Don HAE | 
1 t 1i p rint > "ue AP ; T1 Ar Lar ea JE ^K roi Mia 
Pentru o tensiune mare negativă de grilă, curentul anodic este nul. Pentru o tensiune Popovici, Al. Sávescu M. $i Serban, C. Noi tuburi electronice si tranzistori. 


Mo E Bucuresti, Labb 12 0 
pozitivă de grilă curentul anodic crește mult (fig. 11.19). De obicei nu se lucrează cu'ten- I UCuresti, Editura tehnică. 1961. 
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4.8.3. Tiratronul. Acesta este un tub cu descárcare fortatá cu arc care are una sau mai 
multe grile (fig. 11.21, a). Prezenţa gazului în tub schimbă complet modul de funcţionare 
a lui față de o triodă. În timp ce la o triodă grila poate controla în permanenţă curentul 
anodic, la un tiratron grila poate comanda numai momentul amorsării curentului anodic, 
după care variațiile tensiunii de grilă nu mai influențează acest curent (fig. 11.21, p). 


M 
LU A eines ind d 
g b 


Fig. IL21. Tiratronul a. Caracteristica de grilá a tiratronului b: 
1 — triodá; 2 — tiratron. 


La o anumitá valoare a tensiunii de grilá curentul anodic apare si creste brusc piná 
la valoarea lui maximá care depinde de incálzirea catodului; apoi rámine neschimbat 
independent de márimea tensiunii de grilá. Curentul anodic rámine neschimbat chiar dacá 
tensiunea de grilă scade sub valoarea corespunzătoare amorsárii curentului anodic.’ 

Utilizarea tiratronului ca redresor. Tensiunea alternativă de redresat se aplică între. 
anod si catod astfel încît descărcarea sá se amorseze la fiecare semialternantá pozitivă. 
Comanda tensiunii și curentului redresat se poate face prin amplitudine, prin defazaj si 
prin impulsuri, 

Tiratroanele pot redresa curent de înaltă frecvenţă. Cele umplute cu hidrogen merg 


pînă la 4 000 Hz, iar cele umplute cu vapori de mercur merg pînă la 1 000 Hz, | 
l 


4.8.4. Clistronul. Acesta este un tub electronic care poate funcționa ca oscilator sat 
amplificator la curenți de frecvență ultrainaltá. Tuburile electronice obişnuite nu pot 
funcționa la frecvențe înalte deoarece timpul de tranzit al electronilor devine lung față 
de perioada de oscilație si pierderile mari de putere din circuitul de intrare fac ca la intrare 
puterea să fie aproape egală cu cea de la ieșire. 

Aceste dificultăți au fost învinse prin modulatia de viteză a electronilor, ceea ce face ca | 


densitatea electronilor sá varieze de-a lungul parcursului acestora, formindu-se din loc in | 
loc pilcuri de electroni. Aceștia pot fi trecuţi apoi în alt spaţiu în care viteza lor nu Mi 

este modulată. În schimb, apare aici modulatia de amplitudine. Aspectul general al unui | | 
clistron (fig. 11.23) nu se deosebește cu mult de cel al unui tub electronic. Un clistron este | | 
compus dintr-un catod plan de dimensiuni mari, grila intii care este polarizată (+) față | 


de catod (ea serveste la stringerea electronilor intr-un fascicul pe care-l controlează 


urmează două cavităţi metalice care au aceeași tensiune continuă legate una de xd 
ta), 


din punct de vedere mecanic (fiecare cavitate are cite două grile apropiate una de à 
si în sfirsit dispozitivul se termină printr-un anod (fig. IT.22). 1 


€ 


A000£-0 


4-1 
- colector; 


intrare ; 
y 


rezonator de 


rezonator de captare; 6 — spațiu de grupare; 


Schema practicá a unui oscilator clistron : 
8 — ieşirea energiei de inaltà frecvenţă. 


5 


reactie ; 


Fig. II.22, 
1 — tensiune de modulatie; 2 — grilá de comanda; 3 — 


coaxialá de 


Sy 
A ESOS 

[A 
F NE 


A NS 


A v CES 


10 cm: 


Fig. 11.23, Clistron de sticlă pentru A 


de accelerare ; 


3 — cavitate rezonantá ; 


2 — piston mobil pentru acord; 
4 — borna electrodului de reflexie, 


1 — electrod 
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4.8.5. Tubul catodie. Tunul electronic și sistemul de deflexie sint introduse într-un tub 
de sticlă de format special, cu pereții metalizali si cu ecran fluorescent (fig. II. 24). Din 
tub este scos aerul. Tunul electronic format din catod, grila de comandă si anozii de ac- 
celerare și focalizare trimite razele catodice (fasciculul de electroni) spre ecranul tubului, 
Acestea trec mai înainte prin sistemul de deflexie, format din două perechi de plăci (două 
verticale și două orizontale). 


Filoment 


Fig. 11.24. Tub catodic. 


Dacă se aplică pe prima pereche de plăci o tensiune alternativă u(/), iar pe a doua —- 
pereche o tensiune care variază liniar în timp numită tensiunea de baleaj, pe ecranul 
tubului catodic se poate vedea curba u(t). Cu ajutorul acestui tub se poate vedea variația 
în timp a unor mărimi electrice. 4 


Acestea sint corpuri a căror rezistivitate este cuprinsă între cea a conductorilor şi cea — 
a izolatorilor. Cele mai folosite elemente sint germaniul și siliciul (elemente din grupa IV). 

Semiconductorul de tipul N se formează introducind impurități de arsen,fosfor sau 
bismut (elemente din grupa V), în reţeaua cristalină a germaniului. Semiconductorul are 1 
in acest caz sarcini libere negative. 

Semiconductorul de tip P are introduse impuritáti din grupa III (bor, indiu, galiu). i 
El prezintă o conductibilitate prin goluri echivalente cu deplasarea sarcinilor pozitive 


E 
4.9. SEMICONDUCTORI i 
i 
L| 
' 


4.9.1, Termistori. Acestia se bazeazá pe principiul cá rezistenta semiconduetorului 
variază sensibil cu temperatura. 3 

Másurind cu ajutorul unei punti de rezistenţă, valorile pe care le ia rezistenţa unu - 
termistor la diferite temperaturi cunoscute, se realizează etalonarea termistorului. Ter 
mistorul astfel etalonat poate fi folosit pentru măsurarea unor temperaturi necunoscute: 
Avantajele unui astfel de termometru sint: sensibilitatea mare pe un interval relativ. 
larg de temperaturi, dimensiuni reduse, posibilitatea de a citi temperatura la distan A 
de locul de másurare. 1 y 
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e 


Montind in serie cu un conductor a cárui rezistentá creste cu temperatura, un termistor 
a cárui rezistentá scade cu temperatura, se realizeazá un dipozitiv, insensibil la variatiile 
de temperaturá exterioará. 


4.9.2. Dioda cu cristal. Prin lipirea a două cristale de tipul P si N se realizează o barieră 
de cîmp care atunci cind dioda astfel formată este introdusă într-un circuit de curent | 
alternativ nu lasă să treacă curentul decit într-un singur sens. Pentru redresarea ambelor 
alternante se folosește montajul în punte (fig. II, 25). 


8 


Fig. 11.25. Redresarea curentului alternativ cu | 
ajutorul diodelor cu cristal. || 


1.9.3. Tranzistorul. Acesta este un dispozitiv semiconductor care poate inlocui trio- 


dele cu emisie termoelectronică. Este alcătuit din 3 straturi de conductie diferitá (pnp) 


Fig. 1126. Etaj de amplificare cu tranzistori. 


Sat Stre i ii x 1 

AU Stratul din mijloc se numeste bazá, iar cele laterale se numesc colector si 

muta i Curentul în circuitul colectorului este comandat de curentul din circuitul emito- 
care la rîndul său este determinat de tensiunea aplicată între emitor și bază (fig. IT. 26). 
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4.10. RADIOEMISIA 


in spatiu un fascicul de unde electromagnetice si un receptor care recepționează undele 
reflectate de obstacolul respecliv. Pe ecranul unui osciloscop se observá impulsurile trans- | 
mise si receptionate. Distanta dintre acestea este datá direct in m sau in km. || 


Cel mai simplu emitátor radio este cel cu triodá (fig. 1127, a). El trebuie să producă 
oscilaţii de radiofrecventá, sá le moduleze conform informatici de transmis si sá le rás- 


b 


Fig. 11.28. Schema unui radioreceptor cu triodá a, radio- 
receptorul cu tranzistor b si efectul detectiei asupra undelor 
modulate c. 


4.13. SELSINE 
E b 


Fig. 11.27. Schema unui emiţător cu triodá a si modulatia oscilaţiilor b. 


1n instalatiile automatizate se utilizeazá deseori dispozitive 
t | mecanice sau electrice, care fiind așezate la distanţă unele de 
k | altele trebuie să funcționeze sincron. 

i 


I | 
Ii [] n * H | 
AA Lad În acest scop se foloseşte cuplajul sincron, format din | | 
cE œr două sau mai multe maşini asincrone, din care una este | 


pindeascá în atmosferă cu ajutorul unei antene ; poate transmite semnale de audiofrec- 
ventá si la distante mari prin intermediul undei purtătoare de înaltă frecvenţă, 
Trebuie realizată modulatia undei, adică amplitudinea undei purtătoare să fie : 
riată în funcţie de oscilatia de audiofrecventá (fig. 11.27, b). 


c selsin transmitátor si cealaltá (celelalte) selsin receptor. Le- 


4.11, RADIORECEPTIA 


Oscilatiile electromagnetice captate de antená sint transmise prin cuplaj inductiv unui 
circuit oscilant L.C care este în legătură directă cu grila de comandă a tubului electronic; 
acesta are rolul de ale amplifica si detecta (fig. 11.28, a). Aici are loc procesul de demod 
latie a semnalului de înaltă frecvență (fig. II. 28, c). Semnalul demodulat are frecven 
undei de audiofrecventá de la postul de radioemisie. Casca telefonică redă astfel semnal 
transmis de microfonul stației de emisie. Montajul poate fi realizat si cu ajutorul unui 
tranzistor (fig. 11.28, b). 


"ig oc X Ind dS 
Fig. 11.29. Două mașini cu cuplaj sincron: 


1 — rotor; 2 — stator. 


4.12. RADARUL (RADIOLOCATIA) 


Radiolocatia constá tn determinarea pozitiei unui obiect in spatiu cu ajutorul undelo 
electromagnetice reflectate. Un radiolocator constă dintr-un emiţător care transmis 


Bülura electrină 3, E A FĂ 1 
$i cum electrică intre aceste mașini trebuie să asigure deplasarea rotoarelor sincrone ca 
á în ide fi toate calate pe acelasi arbore. 
igure 0 E dual ts SES La : 
si = ain 11.29 sint reprezentate două mașini in cuplaj sincron. Înfășurările statorice 
* sint legate în paralel, iar cele rotorice sint alimentate prin inele colectoare, cu 
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o tensiune alternativă monofazalá. Dacă ambele rotoare au aceeași poziţie faţă de infásu a 
rările statorice, tensiunea electromotoare indusă în statoare de fluxurile alternative pro- 
duse de curenţii din înfășurările rotorice se echilibrează reciproc si circuitele statorice y M 
sint strábátute de curenti. j 
Dacă între pozițiile rotoarelor apare un unghi datorită unei perturbații oarecare, in 
infásurárile statoarelor apar imediat curenţi de circulaţie. Cuplurile electromagnetice ~ 
iau naștere tind sá micsoreze acest unghi si să readucă motoarele in aceeași poziție, Orice — 
unghi de rotaţie realizat de rotorul unui selsin este reprodus în direcţie și mărime de roto- 
rul celui de-al doilea. i 


5. OPTICA 


5.1. NATURA LUMINII i 


Lumina se caracterizează prin două aspecte : ondulatoriu de natură electromagnetică 
şi corpuscular, fotonii. 
Energia e pe care o transportă un foton este dată de relația : 
e = hy (11.148) 


in care h este constanta lui Plank 6,624-10—?* J.s, iar y — frecvența radiaţiei. 
Masa fotonului este : 


c fiind viteza luminii. Se mentioneazá cá fotonul are masa de repaus zero. 
Impulsul fotonului este : 


c 
p-——. 
c 
Lungimea de undă este A: 
E c 
A = -. 
y 


Aspectul ondulatoriu este descris de ecuatiile de propagare ale cimpului electromag- 
netic date de Maxwell. 


5.2. LEGILE PRINCIPALE ALE OPTICH GEOMETRICE 


— in orice mediu omogen lumina se propagă rectiliniu ; : 
1 y . Fam n J ^ 1 X v1 ici 
— mai multe fascicule de lumină se intersectează propagindu-se mai departe fără nie 
o modificare. [ 


4 


) 
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5.2.1. Reflexia 
— raza reflectată se găsește in planul de incidenţă : 
— unghiul de reflexie este egal cu unghiul de incidentá. 


Coeficientul de reflexie r: 


(11.149) 


in care J este intensitatea rezei reflectate, iar 7, — intensitatea razei incidente. 


5.2.2, Reiraetia. Fenomenul de apropiere sau depărtare de normală in punctul de 
incidentá a unui fascicul de luminá care strábate o suprafaţă de separare între două medii 
diferite se numeste refractie. 


Legea lui Snell este : 


PES m La he , 
Na Sin i = na sin r dacă nig = 5 (11.150) 
n 
sin i = M,a SÌn r, 
¿ d c c i 
în care: MS 5 h= — ; A= b. > 
Yi Va Va 


unde : e = 3-108 m/s fiind viteza liminii în vid; V i inii i i 
= 3: 7 — viteza luminii în m 2c 
iar n — indicele de refractie. j VATERS 


Fig. 11.30. Birefringenta tn cristale. 


9.2.3. Dubla refrac 
a avea indici de re 
de Islanda. 


ție sau birefringenfa. Fenomenul pe care-l prezintă unele cristale d 
. . 143 n b li 4 P 
fratie diferiți (fig. II. 30) se numeste dublá refractie. De exemplu— spatul 


Ax E PENY 14 È ^ 
a opticá este directia din cristal dupá care nu se produce birefringenta. 


Plan princi 
ipal este i " ie 3451 ; 
de lumină. pal este un plan care contine axa opticá de obicei cel prin care trece raza 


Raza ordi m 
+ inará a ^ 1 io axat q H " 
Taza este raza refractatá dupá direcția axei optice. Raza extraordinară este 


total ta pia pe oni 2 raza ordinară. Razele ordinară si extraordinará sint polarizate 
iar energia oaia pi ue între ele. Energia transmisă de raza ordinară este W,— Wcos? a, 
de vibrație al r; misă de raza extraordinară W, = W sin? a; « este unghiul dintre planul 

razei incidente și cel al razei ordinare. În lipsa absorbției și reflexiei se obţine : 


. 292 
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N 
n 
Y 


(L159 


În tabelul 11,11 sint date valorile lui n pentru razele ordinare ny şi extraordinare 
în spectrul vizibil pentru X = 5893 A pentru unele cristale, iar în tabelul 11.12 sint date 
valorile lui n pentru gaze ale liniei D, Ap = 5893 A. 


Tabelul 1111 


Valorile indicilor de refracție a razei ordinare 7, 
si a razei extraordinare n, pentru 4—0,5893 u 


IA AAN VA 
Cristalul fig | ne | 
tw v E ta ow ib mE 
| Spat de Islanda 1,658 1,486 
Silitrá 1,585 1,337 
Cuart 1,543 1,552 
Gheatá 1,309 1,310 
E E IÓN H Y | 
Tabelul IL12 
Valorile indicelui de refracție pentru gaze ale liniei D,, Ap = 5893 A 
| | | 
Gazul n || Gazul | n 
" | | 
- 
| 
Aer | 1,000292 | Hidrogen | 1,000132 
Amoniac 1,000379 | Hidrogen sulfurat | 1,000641 
Argon | 1,000281 | Neon | 1.000067 
Azot 1,000298 | Oxid de carbon | 1,000334 
Bioxid de carbon 1,000451 | Oxigen | 1,000271 
Clor 1,000768 | Sulf gazos 1,000686 
| Etilen 1,000719 | Vapori de apă | 1,000255 
Heliu 1,000035 | — - 
| 
5.2.4. Retlexia totală. Din legea refracției sin r = s sin i existá o valoare a lui ic 
Na 
n , A : x 8 
pentru care —- sini 21; în acest caz raza nu se mai refractá, ci se reflectă total. 
Ng 
Pentru : 


nahe TE 

—Lsini-1j. r=- 
2 

Ny 2 


rez 
unghi limită : 
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a se refractă tangential la suprafaţa de separare. În acest caz unghiul i se numește 


Na 


— o 


Na 


sin ig = (11.152) 


5.2.5 Stiela optică. Instrumentele optice sint confecţionate din sticlă, substanțe 
cristaline, subst: inte organice, sintetice etc. Materialul optic cel mai întrebuințat este sticla 
te silicați care se fabrică în mai multe sorturi. Se disting două sorturi de sticlă : sticla 
crown şi sticla de flint. Sticlele optice se caracterizează in general prin na pentru radiaţia 
galbenă a heliului sau pentru radiația verde a mercurului Ne. El variază între 1,365 
sortul florid și 2,075 sortul cu plumb și titaniu. Cercetările au arătat că spectrul poate 
varia ca intindere la sticle cu același indice de refracție și unghi de refringentá A ; atunci, 
parametrii caracteristici ai sticlelor au fost aleși : ng sau n, reprezentind indicele de refrac- 
„E PRR : 4 E M | t Np — ne 
tie mijlociu, (ne—ne)— dispersia mijlocie (na(,j —1)— refrigerenta, iar ———- a 
Nale) — 


— disper- 


sia. Numărul lui Abbe este; 


n —1 

d(e) = y, 
np — n, 
şi variază între v = 20,5 si v = 105; 
Nafe) = ng sau n, (11.153) 


in tabelul 11.13 sint date caracteristicile unor sticle optice. 


Tabelul 11.13 


Unele earaeteristiei ale stielelor optice 


| | | 
| Denumirea Simbolul np y np-ho | "php 

Crown cu borosilicat (ion Pd 1,5100 63,4 | 0,00805 | 0,00565 | 0,00451 
pom cu siliciu C- 7 1,5147 60,6 | 0,00849 | 0,00599 | 0,00481 
En C-12 1,5181 | 58,9 | 0,00879 | 0,00619 | 0,00499 
^ E flint C-49 1,5262 51,0 | 0,01032 | 0,00730 | 0,00598 
B ușor cu baritá | C-21 1,5302 60,5 | 0,00877 | 0,00617 | 0,00495 
da n cu baritá C-17 1,5399 59,7 | 0,00905 | 0,00637 | 0,00515 
Flint" cu baritá C- 6 1,5726 57,6 | 0.00995 | 0,00702 | 0,00568 
2 E gs: Ci 6 1,5783 41,7 | 0,01387 | 0,00988 | 0,00829 
Flint reu C-24 1,6126 58,6 | 0,01046 | 0,00737 | 0,00593 

Flint C- 8 1,6129 36,9 | 0,01660 | 0,01184 | 0,01008 | 
Flint e C- 3 1,6242 35,9 0,01738 0,01242 0,01060 
greu C-18 1,7550 27,5 | 0,02743 | 0,01975 | 0,01730 
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5.2.6, Oglinda. Raza de lumină care cade pe o oglindă plană din punctul 5 se reflectă | 
iar imaginea 54 a punctului S este simetrica lui S faţă de oglindă (fig. 11.31, a) „La reflexie 
raza isi schimbă direcția față de raza incidentă cu unghiul q = 180 — 2 i, undei este 
unghiul de incidență. Rotirea oglinzii cu unghiul « conduce la o deplasare a razei reflec-— 
"tate cu unghiul 2g. 1 

Sistemul format din două oglinzi plane care fac între ele un unghi diedru f schimbă. 

direcţia razei reflectate pe cele două oglinzi cu unghiul o = 2f (fig. II. 31, b). 


Fig. 11.31. Formarea imaginii într-o 
—-^- oglindă plană a. Sistem optic format 
` din două oglinzi plane b. 


N 


Dacă oglinzile sint paralele, atunci raza după dubla reflexie este paralelă cu raza 
incidentă, dar se deplasează față de prima cu distanța h =2d sin i, unde d este distanța 
dintre oglinzi. 

5.2.7. Placa plan paralelă. La străbaterea unei plăci plan paralele transparente de 
către o rază de lumină (fig. II. 32), raza este deplasată față de direcţia razei incidente cu 
distanţa h dată de relaţia: 


4 1 n, cos? i X a | 
h=dtgij cos i = = Us 
n 
Ra gy 1— > sinti 
ns 
d Ru. 
dacă i este mic: h=—|1-.—]; 
e n 


d [n — 1 Fit 
pentru aer se o bline: h=-— [s ) (11.154) 


unde d este grosimea plăcii, iar p.— den- 
sitatea. 


Fig. 11.32. Mersul razelor in placa: plal 
paralelá. 


| 


| 
| 


| 
| 
| 


| 
| 
| 
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5.2.8. Prisma opticá. Aceasta este o asociatie a doi dioptri plani care fac un unghi 
diedru între ei A (fig. IT. 33). Formulele prismei se obțin aplicind legile refracției. 


Fig. II.33. Prisma opticá. 


^ 
Unghiul de deviatie este: ô = i, + i, — A. 
Condiţia de emergentá. Notind cu l unghiul limită corespunzător materialului prismei 
A 
condiţia de emergentá este A « 2 /. Deviatia minimă 35, se obţine în situaţia i, = i, 
A A 


, 


2 , 1 A " 
si i; = i2; Smin este dat de relaţia pin = 2i, — A. Pentru prisme cu A 
^ 
î=(n — 1) A. 
Prisma acromaticá este un sistem de prisme care produc dispersii mijlocii egale pentru 
2 — 3 radiatii din spectrul vizibil ; fasciculul emergent este deviat dar rámine alb. 
Condiţia de acromatism. Notind cu A8 = 8p — 8,, condiţia de acromatism se obţine : 


mic, 


A l.p — nae 
A3, + A8, = 0 sau = ——F Ms 
A, Mr — ng 


(11.155) 


Raportul unghiurilor este egal cu raportul invers al dispersiilor mijlocii, 

Prisma cu viziune directă. Este un sistem de prisme de Cr și FI așezate invers, în așa fel 
ca o linie mijlocie să treacă nedeviată. Condiţia care trebuie să o îndeplinească o astfel de 
prismă este : 


Aj Noe — 1 


IN tm , 


A, Mie — 1 


unde n, este indicele de refracție pentru linia e. 
Prisma cu reflexie totală, face ca pierderile suferite de fluxul luminos la reflexie datorită 

transmisiei să fie evitate. Raza incidentă cade pe o faţă a prismei sub unghiul 

"mită (fig. II. 34 și II.'35). 
Prisma Amici este o prismá care rástoarná imaginea, dar mersul razelor rámine ne- 

deviat (fig. IL 36). 

Prisme cu deviatie constantă pentru diferite radiatii (fig. II. 37 si IL. 38). 
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5,2.9. Dioptrul sferie. Dioptrul este o suprafatá de separatie a douá medii cu indici de 
refractie diferiti (fig. II. 39). 
Dioptrul sferic convergent. Ecuația punctelor conjugate este : 


e Wie Raia: Y Reti her D (11.156) 
PTCP R 


unde : 


. 11,34, Prisme cu reflexie totală : Fig. 11.35. Prisme cu reflexie 
talii 9 = 90”. totală: à = 180%. 


Fig. 11.39. Mersul razelor în dioptrul sferic. 


Poziţiile focarelor : 


n 
f, =R A RRA 
Na — nj 


dacă PF, 


= 0, și PF, = c, atunci: 


Fig. 11.36. Prisma Amici. 


04,0, = f, fo. (11.157) 


Dioptrul divergent (fig. 11.40). Pozitia focarelor este datá de relatiile : 


EON 


Fig. 11.37. Prisme cu deviafie constantă: ig. 11.38. Prisme cu deviaţie constantă: 
8 — 90. è = 60°. 


Ear MEL EE PEE E N 


, 


ig. 11.40. Dioptrul divergent. 
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Reflexia pe dioptri. În acest caz n = > n; i = —r;rezultá că: 
R 1 1 1 qe ds 
pit ; — + — = —— (oglinzi concave); 
zw AN EE M 
1 1 1 EIS 
—— — — = — — (oglinzi convexe), (11,158) 
P, P, 
P, și P, sint distanţele de la obiect la oglindă si de la imagine la oglindă. 
5.2,10, Sisteme optice centrate, Majoritatea sistemelor optice refractante reale 


conţin cel puţin doi dioptri (lentila) sau mai mulli. Sistemul este centrat dacă centrele 
dioptrilor sint așezate pe aceeași dreaptă. Formula generală a lentilelor este : 


1 1 Na 1 1 
R, Ra 


, 


unde a, si a, sint distanţele de la centrul lentilei la imagine și obiect. Distanţa focalá este: 


| = x , (11.159) 
Ils 1 1 
129. ord | [ate users 
n, f, R, 
sau in funcție de a, si 4: 
— + de + 2 . 
4 A f 
Mărirea liniară este: 
i n d. 
pe—--— ye m 
0 Na Q 


unde i este márimea imaginii, iar o — márimea obiectului. 
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5.2.11. Sisteme optice ideate. Sistemul optic ideal este după Gauss un sistem în care 
se păstrează homocentricitatea particulelor de lumină si asemănarea geometrică dintre 
obiect si imagine. În acest sistem, oricărui punct din spațiul obiect ii corespunde un punct 
in spațiul imagine. 

Elementele sistemului optic centrat : 


Axa oplică, care este dreapta ce uneşte centrele dioptrilor. 


Planul focal este planul ce trece prin focare perpendicular pe axa optică. 


Planele principale. Planele ale căror puncte imagine şi obiect sint conjugate și a căror 
+ 1 se numesc plane principale. | 


B = 


márire B 


Punciele principale sint punctele unde planele principale intersecteazá axa opticá 


Distantele focale ale sistemului sint distantele de la focare la planele principale. Planele 
si punctele principale pot fi situate atit in interiorul sistemului cit si in exteriorul lui 
complet asimetric fatá de suprafata care delimiteazá sistemul. í 


Mărirea unahi 1 er T : $ 
Márirea unghiulará y este raportul dintre tangentele unghiurilor cu axa opticá a razelor 


1 tg Us ay , 
conjugate : y = p F — wm P ^; dacă imaginea si obiectul sint in același mediu : 
B1 2 


By — 1. 


Punciele n si le S átoare lui y = i 
ici odale sint punctele corespunzátoare lui Y — 1. Planele care trec prin punctele 
nodale se numesc plane nodale. 


„Mărirea azială a este raportul dintre lungimea imaginii si lungimea unui segment al 
obiectului așezat pe axa optică : i 


n 
dar E 135 
Br = —-; ay-=B. 


e (11.160) 


Eon punctele si planele care caracterizează un sistem optic se numesc cardinale, În 
a 1L 41 se arată punctele si planele cardinale ale sistemului, 


Fig. 11.41. Puctele si planele cardinale ale sistemului optic : 
Hi, — puncte principale; N;,, — puncte nodale; Fis — focare 
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Distanta P" P' se numeste aberatie longitudinali de sfericitate AS (fig. II. 43,0); 


5.2.12. Lentila groasá. Aceasta este lentila in care distanta dintre planele principale w _ S'-— AS si este negativă i 

Š * FPES gata dte * * d S" —5 =i egativ; M 3 Pra : 

ale dioptrilor nu este neglijabilă (fig. IT. 42). Convergenta C a unei lentile groase este dată ente, De epi à i Ag a Hie ied $i pozitivă pentru lentile 

de relatia : punct ci o patá circulará : aceasta 
A 


(11.161) 


Fig. 11.42. Punctele si planele cardinale ale unei lentile groase. 


Poziţia planelor principale este dată de relațiile : 


d a 
G = Ci + Ga —— G, G; H — — 3 H, =, — —* (11.162) 
n n E nu 


5.2.13, Combinarea sistemelor optiee. Sistemele optice se pot combina in vederea 
obtinerii unor instrumente optice. Un sistem optic este dat dacă : sint date razele de curbură. 
ale dioptrilor, distanţele dintre dioptri, indicii de refractie ai tuturor mediilor care separă. 
dioptrii. Cu aceste date se pot calcula punctele și planele cardinale ale sistemului ; măririle 
sistemului a, 8 și y. Convergenta instrumentului optic format din K sisteme optice este 


Fig. IL43. Lentile cu astigmatism : 
€ = focarul razelor paraxiale ; b,— focarul razelor marginale; c — aberatia de sferloltate 


fi EN : ] 
dată de relația C = Y 7i C;, unde y= — ———. Distanţa focalá a instrumentului optici 
" i—1 i 
t f : 
este c 
C 


Márirea m (axialá, liniará, unghiulará) este datá de relatia : 


m = My Ma My ... my. (11.163): 


5.2.14, Aberaţii Fig. 11.44. Asociatii de lentile in vederea corectiei de astigmatism. 


5.2.14.1. Astigmatismul. Acesta se datorește faptului cá razele marginale se refracta 
mai mult decit razele paraxiale (fig. II. 43, a, b). Focarul unei astfel de lentile nu mai este 
un punct, ci un segment de dreaptá pe axa principalá. 


se num 1 1 ici 
este aberaţie transversală de sfericitate. Corectia se face asociind două lentile cu AS 


Pozitiv si AS negati I ya % X 
necesități (fig. TAY de așa manieră ca sistemul sá fie convergent sau divergent dupá 
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5.9.14.2. Goma. Datorită faptului că refracția sistemului optic este diferită: pentru 
diferite regiuni de incidentá si unghiuri de incidenţă, un punct luminos din planul obiect 
depărtat de axa optică care emite un fascicul larg de raze va da în planul imagine nu 
un punct ci o pată care posedă un ax de simetrie şi care seamănă cu o cometă 


(simbure luminos și coadă; fig. II. 45). 


Fig. 11.45. Aberatia Coma. 


Coma se atenuează prin montarea unei diafragme într-o poziţie favorabilă în interiorul 
sistemului optic, 


5.2.4.3. Aberalia de distorsiune. Apare datorită faptului că sistemul optic nu are 
aceeaşi putere de mărire după toate direcţiile faţă de axa optică. De obicei, apare în 
urma montării diafragmelor pentru atenuarea aberatiei Coma sau de astigmatism. Dis- 
torsiunea butoi apare cînd diafragma a fost montată înaintea sistemului optic. Distorsiunea 


pernă apare cînd diatragma se montează după sistemul optic (fig. II. 46). 


Fig. 11.46. Aberatia de distorsiune : 
a — obiect; b — distorsiune butoi; c — distorsiune pernă. 


diafragma În 


Pentru a obţine o imagine ortoscopică (fără distorsiuni) se montează 
e în 


interiorul sistemului optic. Aceste sisteme optice fără distorsiuni sint absolut necesar 
fotogrammetrie, la fotografierea planurilor si la ridicarea de hărţi. 


5.2.14.4. Aberaţia cromatică. Aceasta se datoreşte indicelui de refracție diferit al siste 
mului optic pentru frecvenţe diferite ale luminii (fig. II. 47). Notind cu fo distanța focalá 
pentru lumina rosie si cu fp distanta focalá pentru linia F albastru verde Af dintre. fg. si 
fp se numeste aberatie cromaticá longitudinalá principalá : "m 


Al = fo — fr- 
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Un ecran așezat între fo si fp va avea o patá de luminá cu marginea albá ; raza acestei 
te p se numesle aberatia cromatică transversală principală. 

Raza e depinde de lărgimea /t a fasciculului paralel de lumină albă, Sistemul optic 
gent se numește subcorijat cromatic dacă fo > fp şi supracorijat dacă fo < fp. 


pe 


conver 


Fig. 11.47. Aberatia cromatică. 


Pentru sistemul divergent, invers. Notind cu f, focarul pentru radiatia verde ,,e” aleasá ca 
radiatie mijlocie se gáseste relatia : 


unde y este numărul lui Abbe ; adică aberatia cromatică este a v-a parte din distanța 
focalá a radiației mijlocii fj. Pentru sticlele cu y mic (sticle de flint), fy — fo are o valoare 
mare. La lentilele convergente fg are valoarea pozitivă şi conduce la [> fp ; pentru lentile 
divergente conduce la fo — fp. Asocierea a două lentile, una convergentă cu una divergentă 
a Ton la diminuarea aberatiei cromatice. Relația pentru acromatizare pentru liniile 
+ Si F este: 


1 


Rir, 
1 


(11.165) 


R R 


L I, 


unde ^ e es : A 

" Bra ȘI Rina sint razele primei sia celei de a doua lentile. 

a radiatiilor pentru acromatizare este dictatá insá de intrebuinlarea instru- 

Denit elor, Pentru instrumente utilizate tn observația vizuală se foloseşte acromatizarea 
ru linia C si F (acromatism vizual). Pentru filme si plăci fotografice se aleg radiațiile 


) " P ..s 
Pentru care acestea sint mai sensibile. 
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5,3. VITEZA LUMINII SI DEPENDENȚA EI DE LUNGIMEA DE UNDĂ, 
TEMPERATURÁ, PRESIUNE SI UMIDITATEA AERULUI 


Viteza luminii in vid este luatá de Uniunea Internationalá de Geodezie si Geofizică 
c = 299792,5 km,s cu o eroare de + 0,4 km/s. Viteza de grup V,, a propagării luminii 
cu lungimea de undă A la temperatura de 0°C si presiunea de 760 torr poate să fie calculată 
cu relația : 


(11.166) 


în care A 
microni. 

Viteza de grup a propagării luminii in aer la temperatura /, presiunea P si presiunea 
vaporilor de apă din aer (umiditatea) e poate fi calculată cu relațiile : 


= 2876,4.10—77; B = 16,288.10—7; C —0,136-10—7, iar A este exprimat în 


V, Up — 1 P 55 
Vea E. peg —R E * — .10-5, (11.166) 
U 1 + at 760 1 + al y 
1 : i ucc 
unde x — —-,iar P si e se exprimă in torr. 
273,16 ] 
Viteza luminii in aer la temperatura de 300^K, presiunea P — 760 torr si e — 10 torr. 
variază astfel cu variația lui P, T si e. La AT = 1°C, AV = 0,92.1075; AP =1 tom, 


AV = 0,37-1078; iar lui Ae cu 1 torr, A V = 0,05-107$ si a lui, AA = 1 Å, A V=62. 10- 


5.4. OPTICA ONDULATORIE 


5.4.1. Interferenţa luminii. Prin interferență se înțelege producerea unei oscilații 


rezultante din suprapunerea a două unde de aceeași perioadă si direcție. Amplitudinea 


mişcării rezultante este dată de relația : 


A2= a? + a$ + 2a, a, cos q, (11.167) 


unde A este amplitudinea mișcării rezultante ; a, si a, — amplitudinile mișcărilor compo- 
nente ; 9 — diferenta de fazá intre cele douá oscilatii : 


9 = (ol — KX,) — (ol — KX,). (11.167) 


Maxime de interferenţă se obţin cind 3, diferența de drum este un număr întreg p de LS 


a T " LY. ^ 
iar minime cind $ este număr impar de E 


A 
dm = ph; Sm = (2p + 1) e 


(11.168) 


| 
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5.4.2, Drumul optie. Drumul optic corespunzător unui drum geometric dat, reprezintă 
distanța în vid pe care lumina o străbate în acelaşi interval de timp ca drumul geometric 
in mediul considerat : 


€ 
X = nt = — x, 
c 


unde x este drumul geometric, X — drumul optic, iar n — indicele de reflecţie. 


Interferenta prin lame subţiri ş 


À 
2 nh cos r + — = 
2 


pă, (11.169) 


unde n este indicele de refracție; r — unghiul de refracție, p — ordinul de interferență, 
iar A — grosimea plăcii. 


5.4.4, Difractia luminii. Se numesc fenomene de dirfactie toate acele fenomene in care 
lumina ocoleşte obstacolele. Se explică prin principiul Huygens. În toate cazurile, fenome- 
nu) de difracție este însoţit de fenomenul de interferență : 


a sin 9 = pă (minim); asin 9 = (2p + yA (maxim), (II. 170) 
2 


unde « este diametrul obstacolului, p — ordinul de interferenţă, 7. 
lar 9 = unghiul de incidenţă. 


— lungimea de undă, 


Intensitatea benzilor de interferență este dată de relaţia : 


1 
E eius 


¿TE 
(2p + 1) "i 


(IL171) 


Rețeaua de difracție foloseşte la determinarea lui 2: 


Aisa saa Mani uisi] ; pentru i— 0: A= vei d 
p p 


(11.172) 


unde d e 


ste echidistanta retelei. 
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5.4.5. Puterea separatoare a instrumentelor optice. Datorită difracției pe montura 
lentilelor instrumentelor optice, puterea lor separatoare va depinde de diametrul lentilej. 
Distanţa unghiulară dintre două puncte ale căror imagini pot fi distincte la un instrument 


5.6. ANIZOTROPIA ARTIFICIALĂ 


Fenomenul de birefringentá poate fi provocat și la corpurile care nu posedă această 


roprietate. JE ALTE obe A » 

; a) Un corp transparent, optic izotrop, supus unui presiuni unilaterale devine anizotrop, 
directia presiunii avind rolul axei optice. Diferenta de drum optic care se obtine intre raze 
la trecerea lor, printr-un strat de grosime l este : 


3 = (n, — n,) = CPI, (11.174) 


A - Ti 
optic este dată de relaţia e = 0,61 E (9 foarte mic), unde R este raza lentilei,  — lun: 


1 y 
gimea de undă cu care se lucrează, — — puterea de rezoluţie, pentru microscop, 
9 


0,61 A — I 


g = ; € — distanta liniará dintre douá puncte, n — indicele de refracție, 


n sin u 


u — unghiul sub care se vede lentila din obiect, iar A — lungimea de undă. unde : C este mărimea care caracterizează substanţa ; 


P — presiunea la care este supus corpul. 

b) Introducind corpuri optice izotrope în cimpuri electrice se obţine anizotropia aces- 
tora (efectul Kerr). Efectul Kerr poate fi observat atit la corpuri solide și lichide, cit și la 
gaze. 

Diferenta de drum optic al razelor care strábat substanta respectivá este proportionalá 
cu pătratul intensitátii cimpului electric: 


è = Un, — n) = Bl E, (11.175) 


5.5. POLARIZAREA LUMINII 


> > 

Lumina se propagă prin unde transversale. Vectorii E şi H sint perpendiculari între ei 
si perpendiculari pe direcţia de propagare. Spre deosebire de lumina naturală care are o 
infinitate de direcţii de oscilatie toate perpendiculare pe direcţia de propagare, lumina. 
polarizată are o singură direcţie, de oscilație perpendiculară pe direcția de propagare, — 

Polarizarea prin reflexie. Lumina naturală care se reflectă pe o sticlă netransparentá 
devine polarizatá total atunci cind unghiul de incidentá este egal cu 57”. Unghiul de 
incidentá sub care se produce polarizarea totalá, variazá cu indicele de refractie al plácii 
polarizatoare dupá legea lui Brewster: tg i — n. 

Polarizarea prin dublă refracție. O rază de lumină naturală trecind printr-o placă 
tăiată dintr-un cristal birefringent pe o direcţie diferită de axa optică produce două raze Bere 6g IL 175 
emergente polarizate total, avind oscilatiile in planuri perpendiculare intre ele. Nicolul e LN E Eas) 
este un polarizor care suprimá raza ordinará prin reflexie totalá si lasá sá iasá din el nu M 
oscilatiile luminoase aflate in planul sectiunii principale. iie A 

Polarizarea eliptică si circulară. Plăcile birefringente au doi indici de refracție ng si He 
pentru raza ordinará gi extraordinará. Cind razele párásesc placa au o diferentá de drum 
optic 8 = (ny — n,)d. Lamá undă este lama pentru care 8 = pA. Diferenţa de fază între - 


unde B — este constanta Kerr. 


> |> 


Rezultatele măsurătorilor experimentale asupra mărimilor n, — n şi n, — n au condus 
la următoarea relaţie valabilă pentru majoritatea substanţelor : 


unde n este indicele de refracție al substanţei în absenţa ctmpului electric. 

Efectul Kerr este utilizat ca obturator optic, ca modulator al intensității luminoase 
si la studiul fenomenelor de fluorescentá. 

c)Efecte de anizotropism se obţin și atunci cînd se introduc substanţe paramagnetice 
într-un cimp magnetic; deși efectul este mai slab, el este observabil. Teoria și relaţiile 
sint analoge efectului Kerr. 


2r i 
cele două raze este ọ = Kò = 7 le — n) d, d — fiind grosimea plăcii. Aceste. 


două oscilaţii se compun si dau naștere la o mișcare după ecuaţia : 
j 


5.7. DISPERSIA LUMINII 


| 
cos e = sin? 9; (1173) | 


2 2 
a, ao A Ao A 


Prin dispersia luminii se înțeleg fenomenele determinate de dependenţa indicelui de 
refractie si de lungimea de undă n = f(4). Prin dispersie medie se înţelege mărimea care 
arată ctt de repede variază n cu lungimea de undă. Dacă pentru 2, si A, corespund n, 


lumina este polarizată eliptic ; ay = a sin p; a, = a cos 9, a fiind amplitudinea mişcării: i 
În cazul în care unghiul dintre planul de oscilație al razei incidente și planul secfiun 


principale are 45°, lumina se plasează circular : f 
$ 


Și n, dispersia medie v este dată de relația : 


y= 


X? + Y? = oi (11123) 2 


A 


= — =— f(à). . 176 
Fe d y f) (II. 176) 


n,—n, —An d 
A 
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Variația lui n cu A este dată de 


n? = 


in care A, B şi C sint constante de material care se determină experimental. Relaţia repre- 
zintá destul de bine dispersia sticlelor folesite la constructia instrumentelor optice. Refrac- 
tia specificá a unui material pentru o anumitá lungime de undá este datá de relatia 


Lorentz-Lorentz : 


formula lui Cauchy : 


B C 
A+—*+ —..., 
A? ) 


M 


————— . — s r = const, 


in care p este densitatea materialului, iar r — refracția specifică. 
Refractia moleculară R este dată de relaţia : 


în care : M este masa molară. Refractia unui amestec de substanţe se poate calcula dacă — 


se cunosc refractiile specifice și procentele P din amestec : 


1 


În funcție de frecvenţa luminii 


00 R= Y, PR, 
i 


€ 
y = — şi frecvenţa proprie y = 
2r 


a atomilor din substanţă relaţia Lorentz-Lorentz se seric: 


4r e* 


in care m este masa electronului, iar e — sarcina electronului. În cazul radiaţiei Röntgen 1 


y > vy $i formula se scrie : 


-= N 


3 mo — o?) 


n = 1 — ———. 


NS de oscilație 


5.8. ABSORBTIA LUMINII 


Prin absorbtia luminii se intelege diminuarea energiei fasciculului luminos la trecerea 
rintr-un mediu transparent sau la reflexia pe acel mediu de grosime 1; W= W,e-* 'numitá 
ea Lambert-Bouguer. y y i d 

Coeficienţii de reflexie r si transmisie £ sint dati de raportul dintre amplitudinile 
undelor reflectate az si transmisie a, față de amplitudinea a, a undei incidente : 


leg 


a n — 1 A, 2 
emot et d. fA ea E (11.181) 
[dy n 4-1 a n+ 1 


Puterile de transmisie T si reflexie R iau formele : 


Sărate oic E NM RNC (11.182) 
(n 4- 1)? (n + 1) 


În cazul reflexiei si refracției oblice componentele lui r si t perpendiculare pe planul 
de incidenţă ry si î,, $i cele conţinute în planul de incidenţă rp si £j au valorile : 


QL 172 


|! 


EI. ie tuia LS OU 03 A (IL. 183) 
sin (i + i5) sin (i, + ij) 


tg — 5) ., 2 cos i, sin i, 


p mE ; T 
tg (à + ij) sin (ij +i) cos (i, + i5) 


(11.178) — | Factorul de transparenţă 0 al mediului este raportul dintre energia transmisă si cea 


incidentă : 


Factorul de absorbţie este raportul dintre energia absorbită W, și cea incidentă W ọ 


i 
y 
(11.179) Wa 


TON 
0 


unde atit a cit si 0 sint funcţie de lungimea de undă si de aceea se notează cu «a $i 05. 


1 EA y 
Extinctia zecimală este Ey = lg —— , iar modulul de extinctie m, = ——- „d fiind 
(1.180) | : z^ d 
| 


Srosimea stratului străbătut. (11.184) 
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Densitatea optică de innegrire D = lg —. 


Pentru unele lungimi de undă corpurile au « foarte mare; acestea se numesc benzi 
(ferestre) de absorbţie. 


5.9. DISTANŢA DE VIZIBILITATE 


Transparenfa atmosferei se caracterizează prin 0 sau «. Dacă I este intensitatea lumi- 


noasă emergentă si Ig intensitatea incidentă există relaţia Z = g'o, Distanța de vizibili- 
tate S a unui obiect negru pe fondul cerului la orizont este dată de relația : 


lg e 


S= — -3 
lg 0 


(11.185) 


unde e este sensibilitatea la contrast a ochiului e = 0,02. 
Ca obiect negru dupá care se determiná distanta de vizibilitate in meteorologie servese 
pádurile de conifere, constructiile, muntii, stincile etc. (tabelul II. 14). 
Tabelul IL14 


Codificarea distanțelor de vizibilitate 


Notarea Distanta de Coeficientul de Aprecierea după E 
| după cod ri cir | transparentá | ochi 
| 
| | 
0 50 — Ceaţă foarte deasă 
1 200 -— Nori foarte densi 
2 | 500 0,0004 Nori mijlocii 
: | 1 000 0,02 Nori slabi 
4 | 2 000 0,14 | Fum foarte gros 
5 | 4 000 0,38 Fum gros 
6 | 10 000 0,67 | Fum slab 
7 20 000 | 0,82 | Vizibilitate satisfácátoare 
| 8 50 000 | 0,92 Vizibilitate buná 
Mai mare de | | 
9—10 50 000 | — | Vizibilitate foarte buná | 
| | 
| 


5.10. EFECTUL FOTOELECTRIC 


Emisia de electroni sub acţiunea luminii de către unele metale se numește efect foto- 
electric. Intensitatea curentului fotoelectric este proporţională cu iluminarea I = KE- 
Energia fotoelectronilor emiși depinde de energia fotonilor incidenli : 


y: 
hy = W, + = 3 


^ 
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este energia de extracţie;  hyg = W, se numeşte prag fotoelectric. Energia 


W E : 
Ep care o pot avea fotoelectronii este dată de relaţia : 


maximă Wmaz Pe 


Wmas = hy — We = eU; (11.186) 


in care Uj este tensiunea de frinare. 


1, COERENTA LUMINII 


E 44 


in mod obişnuit, noțiunea de coerenţă este introdusă într-un mod operational ca 
proprietatea unui cimp de unde, de a putea provoca intr-o anumitá regiune a spatiului 
franje de interferenţă. Notind cu Imag intensitatea luminoasă maximá a franjei $i cu 
Ij, intensitatea minimá a interfranjei se va defini vizibilitatea V a sistemului de franje 


cu relatia : 
I 


y = maz — Imin 
E O 


Imas "E In in 


= 0; 


Lipsa de coerență implică lipsa franjelor, deci V = 0, iar coerenţa totală Imin 


Coerenta surselor reale se află între aceste limite. 

O caracteristică a surselor de lumină este lipsa de coerență între fasciculele de lumină 
care pornesc din diferite puncte ale sursei. Aceasta se datorește faptului că atomii diferite- 
lor puncte emit necorelat, adică fazele cu care emit atomii sint întimplătoare ; aceasla se 
vede din experienţa lui Young cind sursa nu este punctuală. 

Coerenta temporală produce interferenţă între momente diferite printr-un interval 
AL SI : EN CT 3 s 
—— , AL fiind lungimea de drum străbătută suplimentar de una din raze. 
c 

Clasic, atomul este considerat cá emite trenuri de undă amortizate într-un interval 
de limp 8t. Transformarea Fourier arată că in acest caz linia trebuie sá aibă o lărgime 


Av 


de timp At = 


- 


"ÓÉe cit trenul de undă va fi mai lung si mai puţin amortizat cu atit linia va fi 
A 
at 
mai subțire, Timpul de coerenţă trebuie să fie de ordinul vieţii unui astfel de tren de unde 
deci : 


c 

La lumina naturalá, diferenta de drum este de ordinul centimetrilor. La laseri TOM 

y 

E. foarte mare, 3 este de asemenea foarte mare, laserii fiind surse puternic coerente in 
imp 
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În teoria modernă s-a introdus funcţia normalizată de coerență mutuală 


Tug: Se 
deră cimpul electric E, într-un punct P, al spaţiului de forma : a con 


E, = A cos(ot + 9) = AR, e (Ctto, 


Considerind semnalul analitic E, = Ae" (***9 se definește y, ,, de coerență mutuală 
a punctelor P, si P, aflate într-un cimp de radiaţie prin relaţia : | 


1 rT A 
lim 37 | ED El (t + mat 
"e T, NOR 
Yi (T)= - ' (11.187) - 
I=EEx*x 


VI 1, 


unde medierea numárátorului se face pe un interval de timp (27 > co) suficient de mare 


pentru a acoperi fluctuațiile cimpului electric. I, și Z, sint intensitátile (mediate in timp) 
în punctele de observaţie P, si P,. Intervalul de timp + exprimă intirzierea undei în n A 
faţă de P,. "Y 

Se poate exprima vy, , si în funcţie de vizibilitatea V a unui sistem de franje în punctul 
Q în funcție de relaţia: 


(11.188) 


E 


unde 7, este intensitatea, in Q, cind lumina vine din P, (P, fiind obturat) si 7, — intensita- 
tea, în Q, cind lumina vine din P, (P, fiind obturat). Aceasta este valabilă cînd lumina" 
este aproape monocromaticá Ay < v, cerinţă satisfăcută de toate sursele care emit linii 
spectrale, N 

Dacă yy, este mare (0,8), atunci aria A a punctelor cu un 


grad înalt de coerenţă aflate * 
la distanţa R de sursă este dată de relăţia: y 


0,06 R? 5? 
S? : 


Am 


S fiind aria sursei. 
Pentru Soare si Pámint A are diametrul maxim 10 2, iar pentru [laser A are diametrul - 
de ordinul 1027. 


5,12, LASERI 


| 5.12.1. Noţiuni generale despre laseri. Laserii sint surse de radiaţii electromagnetice 
stimulate, care acoperă domeniul optic de frecvenţă, de la infrarogu îndepărtat la ultra“ 
violet. Se caracterizează printr-o radiaţie coerentă, monocromatică şi intensă. La bază. 
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laserilor stă fenomenul de emisie stimulată a luminii de către un mediu (solid, gazos) 
Jat intr-o cavitate de rezonanţă. q! ) AH 

Efectul laser se produce dacă emisia stimulată prevalează emisiei spontane. Pentru 
aceasta este necesar ca în mediu să existe o populaţie mai mare de atomi în starea energe- 
tică superioară Ej, decit în starea energetică interioară E}. La tranziţia de pe un nivel pe 
altul un atom emite o cuantă E, — E, = h v. Tranzitia poate fi spontană sau stimulată 
de o radiaţie cu frecvenţa v. 


al 


Notindu-se cu : 


Az : coeficientul de emisie spontaná ; 
N; : numárul de atomi in starea Ej; 
e(v) : densitatea radiatiei de frecventá v; 
Vo : frecventa radiatiei stimulante ; 
B, : coeficientul de emisie a radiației stimulate ; 
| Ba, c(v) : probabilitatea emisiei stimulate intr-o secundá ; 
Bia coeficientul de absorbţie a radiaţiei ; ur i A 
Biae(v) : probabilitatea absorbției în unitatea de timp; atunci, intensitatea emisă 


I in unitatea de volum este dată de relaţia: 


(11.189) 


I-— K [Ag Na + Bar € (Y) Na — Bra e (v) Nj). 


Efectul laser se obţine cînd emisia prevalează absorbției şi formula este : 


I = E [Ag Na + Ba e (AN: — Ny. (11.190) 


| 
| 
| Energia W emisă stimulat are forma : 


aW = (N; — Ny Bg o (v) hv dt > 0, (11.191) 


| 


By, Şi Ay, au in relaţia (11.190) forma : 


64 rtv lul? , 
3h c? 


Ay = 


5.12.2. Camera de rezonanță. Aceasta este o incintă cu pereţi puternic reflectători în 
care se introduce mediul activ (fig. II. 48). De obicei, oglinzile (O, şi O,) sint realizate cu 
multe straturi dielectrice în care absorbţia A % 0. 


Notindu-se cu R coeficientul de reflexie R = Je. < 1, atunci transmisia T are forma: 
0 
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T — 1 — R— A. Condiţia de rezonanţă a camerei este ca distanța dintre oglinzi D să fie: 
4 A , EN 
D= n soh sau, considerind distanța dată, frecvențele proprii ale rezonatorului sint: 


[4 
y cn pora js La laseri n = 106, la maseri n = 2. 


Fig. 11.48. Camerá de rezonantá. 


Factorii de calitate ai cavitátii de rezonantá sint: Q, — 2xvf,, unde f, este timpul 
necesar strábaterii cavităţii, cu viteza luminii. 
Factorul de calitate pentru pierderi prin difracție este : 


d? 
f =—, 


cA 


Q, = 2r vl, ; 


unde d este diametrul cavităţii. 
Factorul de calitate global este: 


(11.192) | 


el 
Q = 2xvt -(x ia . 
ti 


] 5.12.3. Condiţia de autooscilatie. O dată mediul activ al cavităţii de rezonanţă excitat 
există posibilitatea ca el sá se autointretiná. Condiţia de autooscilatie este dată de relaţia : 


3hVAv 
—— sait | 
dr? Q lu? 


N;—N, > 
în care V este volumul cavității, Q — factorul de calitate, iar Av — lărgimea liniei spectra- 
le utilizate, 


5.12.4. Calități. Monocromaticitatea este dată de relaţia: 


y 
Av, = — 9 


Q 
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Ave este lărgimea liniei spectrale. Directionalitatea, lărgimea fasciculului de raze 
te dat de relația : 
EN 
0 z |/ — [rad]. 
D 


Intensitatea fascicului laser este foarte mare, cam de 10 !? ori mai mare decit a soarelui. 


in care 
Jaser €s 


(1.193) 


5.12.5. Tipuri de laseri. Laserii se caracterizează prin mediul activ folosit. Pentru laseri 
solizi se folosesc rubin, păminturi rare, ioni de lantanide si actinide, semiconductori, lar 
pentru laseri cu gaz — gaze nobile, gaze ionizate, gaze moleculare. 

5.12.6. Intrebuintárile laserilor. Ín geodezie se folosesc mai mult laseri cu gaz pentru : 

— aliniamente de precizie (sosele, cái ferate, tuneluri, conducte, cládiri etc.) ; 

— măsurarea deplasărilor fine de ordinul 10^? — 107 ma barajelor, construcțiilor 
masive, vibrafiilor etc.; 

— măsurarea distanțelor pînă la 6:10* m cu o precizie de 6-1073 m; 


— másurarea lungimilor mici piná la 5 m cu o precizie de ao. 


În telecomunicații la: convorbiri directe si indirecte, radar optic. 
În industrie la prelucrări fine, în medicină etc. 


5,13, HOLOGRAFIA 


Holografia se bazează pe producerea imaginii prin reconstrucţia frontului de undă 
a fenomenelor de interferenţă, posibile într-un fascicul luminos suficient de larg coerent, 
spaţial și temporal. 

. Fatá de fotografia obișnuită care reţine imaginea datorită intensității mediate în 
timp a luminii incidente provenită de la diferite puncte ale obiectului distrugind (netnregis- 
trind) informaţiile datorită diferitelor faze, holografia redă imaginea în care este reținută 
toată informaţia cuprinsă în faza reţinută. Metoda cea mai simplă pentru obţinerea holo- 
Sramei este dată în figura II. 49. 


A(xy)- Aye Aly) 


Fig. 11.49. Metodă de obţinere a holo- 
gramei: 

3 1 — radiaţie laser; 2 — oglindă; 3 — obiect; 

4 — placa fotograficá, 
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Intensitatea la nivelul plăcii este 7 (x, y), amplitudinea razei de referin 1 


ia(c.,y) . E J » A ior, y) 
A(x, y = Age , iar amplitudinea razei obiect a(x, y) = ag e ; 


Intensitatea care cade pe placă este: 


I (z, y) = 14 (x, y) + a(x, y)l? = AS + la (x, y)? A*a4- a* A. (11.194) 
Transmitanta f a plăcii fotografice în amplitudine după developare are forma; 

t = BI (x, y). j 

Dacá se ilumineazá placa cu unda de referintá initialá (aceeasi pozitie) amplitudinea. 
undei rezultante după placă este: 


At = BAA*a + alti termeni = paz a(r, y) + alti termeni, (11.195) 
adicá pe placá se va obtine unda obiect si alte unde care printr-o alegere adecvatá a un 
ghiului între unda obiect si referință vor apare în alte directii. 
Deci : 

— placa fotografică retine o figură care privită nu seamănă cu obiectul ; ) 

— citirea plăcii se realizează printr-un procedeu invers, trimitindu-se pe placă unda 
de referință de amplitudine A (fig. 11.50). În acest procedeu monocromaticitatea un 
de referinţă și coerenţa ei spaţială și temporală este strict necesară, holograma modulind 
din nou fasciculul coerent provenit de la un laser. 


Fig. 11.50. Citirea 


1 — radiaţie laser; 2 — imagine virtuală; 3 — imagine reală: 4 — placă fotografică. 


hologramei : 


: 5 lA - T ^ A iu 
Astfel, în interferometria holograficá se pot măsura deformatii ale pieselor si materla=" 


A 
lelor cu o precizie de 40 » A fiind lungimea de undă folosită, 


Prin folosirea filtrului optic cu o hologramă a obiectului căutat şi prin corelaţie se pota 
determina pe holograma unui cadru detalii ale căror parametri nu se cunosc dinainte. > 
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1. CONSIDERATII GENERALE 


OBIECTUL „TEORIEI ERORILOR SI A METODEI CELOR MAI MICI 
PĂTRATE: 


1.1. 


În diversele stiinte ale măsurătorilor de precizie, în general, si ale măsurătorilor te- 
restre, in special, cind este vorba de másurátori de precizie superioará trebuie sá se tinà 
seama de erorile care insotesc másurátorile efectuate. 

Se numesc erori micile diferente ce rezultă între valorile aproximative obținute în urma 
unor măsurători și valorile ce ar trebui să se obțină mai precis. 


1.2. PROBLEMELE FUNDAMENTALE ALE TEORIEI ERORILOR 
MĂSURĂTORILOR 


Erorile inerente care însoțesc diversele măsurători efectuate fac ca să se pună două 
probleme fundamentale ale teoriei erorilor, și anume : 
1) Faţă de diversele măsurători efectuate, în număr superior numărului de măsură- 


tori necesare, cum se poate găsi valoarea cea mai bună pentru mărimea sau mărimile mă- 
Surate ? 


2) Cum se poate găsi precizia, adică un număr care să caracterizeze precizia medie a 
uneia din măsurătorile efectuate, pe care-l vom numi o eroare medie (standard) a unei 
singure măsurători și de asemenea, cum se poate găsi un număr m care să caracterizeze 
Precizia valorii pe care o vom considera ca cea mai bună? 


1.3. CLASIFICAREA MĂSURĂTORILOR 


1.3.1, Clasificarea măsurătorilor după modul de prezentare. După modul de prezen- 
tare a măsurătorilor pe care le efectuăm pentru a deduce valorile mărimilor ce ne intere- 


sează, putem distinge trei forme de măsurători, și anume: măsurători directe, indirecte 
si conditionate, 
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— 


1.3.1.1. Másurátori directe. În acest caz, fiecare din măsurătorile independente ne dà 
direct cite o valoare a márimii másurate. 


Exemple de másurátori directe: másurarea unei baze de triangulatie, másurarea unui 
unghi cu teodolitul etc. Se consideră măsurători directe si funcţiile simple explicite de. 
márimi másurate direct, de exemplu diferentele de nivel in drumuirile de nivelment ete, 


1.3.1.2. Măsurători indirecte. În acest caz, fiecare din măsurătorile făcute contribuie - 
la determinarea mai multor mărimi, care nu se măsoară direct; acestea sint legate de 
mărimile măsurate direct prin niște relaţii matematice, funcţii implicite. 


Exemple de măsurători indirecle : deducerea elementelor elipsoidului de rotaţie pă- 
mintesc, semiaxa ecuatorială si turtirea sau excentricitatea, prin măsurarea lungimilor 
arcelor de meridian si de latitudine, la extremitățile lor, si servindu-ne de relaţiile mate- ` 
matice care le agă necunoscutele noastre de mărimile măsurate direct. i 
1.3.1.3. Másurátori conditionate. Acestea reprezintă un caz particular de másurátor Ñ 
directe și anume cazul in care mărimile măsurate direct sint mărimi independente și sint | 
legate prin anumite relaţii de condiţie. 


Exemplu de măsurători condiționate : măsurarea celor trei unghiuri ale unui triunghi, - 
ale căror valori trebuie să satisfacă : Y 


— în cazul unui triunghi plan: 


A+ B 4- C = 2008; 


— în cazul unui triunghi geodezic sferic : 


A+ B>+C=2008 + e 


unde e este excesul sferic. 


1.3.2. Clasificarea măsurătorilor după condiţiile de precizie. În raport cu condiţiile de 
precizie în care sint executate, măsurătorile (v.1.3.1.) pot fi de două feluri: de aceeaşi 
precizie și de precizii diferite. l 

1.3.2.1. Másurátori de aceeași precizie. În cazul măsurătorilor directe, acestea se efec- 
tuează cu aceleași instrumente, in același mod, adică cu aceeași metodă etc., astfel încit 
ne face să le acordăm la toate aceeași încredere, 

! 
1.3.2.2. Măsurătorile de precizii diferite. În cazul măsurătorilor directe, acestea se exe- 
cută cu instrumente diferite, cu metode de lucru diferite etc. ; aceasta ne face să nu putem 
atribui la toate măsurătorile aceeași încredere, ci să considerăm că unele sînt mai precise 
decit altele. 


Analog pentru cazul măsurătorilor indirecte sau condiţionate. y 


MĂSURĂTORI DIRECTE 


2. MÁSUR ATORI DIRECTE 


|. MĂSURĂTORI DIRECTE DE ACEEAȘI PRECIZIE 


9 


9.1.1. Erorile de măsurare, Proprietăţi si clasificări 


2.1.1.1. Definirea riguroasă, specifică a erorilor măsurătorilor directe de aceeași precizie. 
Aproximafia másurátorii. În măsurătorile! care se efectuează direct și cu aceeasi precizie, 
ne intereseazá sá rezolvám cele douá probleme fundamentale puse de teoria erorilor si in 
special sá stim dacá márimile respective au fost másurate just pi cu ce precizie. — 
Pentru aceasta, mijlocul imediat care stá la dispozitie constá in efectuarea mai multor 
másurátori asupra márimii pe care o avem de másurat. | p | | 

Dacă o mărime este măsurată de mai multe ori cu același instrument, și în aceleaşi 
condiţii, se constată că se obţin întotdeauna rezultate puţin diferite între ele, datorită | 
erorilor care intervin în măsurători, astfel încît valoarea adevărată a mărimii măsurate 
nu poate fi cunoscută ; în practică se determină o valoare apropiată de valoarea adevă- 
rată, cu un anumit grad de precizie (valoare probabilă). , 

Gradul de apropiere a unei determinári de valoare adeváratá riguros matematic a 
mărimii respective, caracterizează precizia determinării făcute. 

Prin ,,Calculul probabilităților”, se poate demonstra că media aritmetică a valorilor 
individuale apropiate reprezintă valoarea cea mai probabilă a mărimii măsurate, în 
aproximatia cu care se lucrează. 

Dacă valorile individuale ale măsurătorilor le notăm Mj, Ma, .. 
aritmetice M va fi: 


..M, valoarea mediei 


ma Mat Modo Ma 
n 


sau introducind notatia Gauss pentru sumă : 


A 
dco c DM 
n 


(III.I) 


44.1.2: Categoriile de erori ale măsurătorilor directe de aceeași precizie, după valoarea 
de referință, Adevărata valoare sau valoarea considerată cea mai justă joacă rolul de va- 
loare de referinţă a erorii. 

Matematic, eroarea e; a valorii măsurate a unei mărimi, faţă de o anumită valoare de 
referință a aceleiași mărimi, este diferența algebrică pozitivă sau negativă dintre valoarea 
măsurată M; si valoarea de referință X,, adică : 


e; = Mi "T3 Xo- 


pm erori adevárate sau reale, considerind nepotrivirile fatà de valoarea adeváratá a 

.. m măsurate, erori probabile, față de o valoare de referinţă probabilă matematică 
pi erori logice-aparente, fatá de valoarea considerată logic ca tea mai justă, de exemplu 
față de media aritmeticá. 


19—e, 292 
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Erorile adevárate sau cele probabile nu ne sint cunoscute si de aceea este necesar en 
„ele sá fie studiate practic cu ajutorul erorilor aparente referite la media aritmetică con. 
siderată logic ca cea mai justă. "7 

Teoria erorilor va fi fácutá deci in mod curent cu ajutorul erorilor aparente faţă de 
media aritmeticá, care vor fi substituite astfel erorilor reale si celor probabile, in ipoteza 
că sînt foarte apropiate de ele. 


2.1.1.3. Clasificările erorilor logice-aparente, după mărimea lor, după cauzele lor. Pri- 
vind erorile din punctul de vedere al mărimii lor, putem avea erori propriu-zise care sint. 
erori mici (inevitabile) si erori mari (evitabile) numite si greseli. 


a. Erori grosolane(greseli). Se constatà uneori cá una din valori contras. | 
teazá puternic cu celelalte : acesteia ii va corespunde o eroare grosolaná sau o greșeală, 
În consecinţă, o asemenea valoare de măsurătoare directă va trebui eliminată si ea nu ya 
trebui să intre în calculul mediei măsurătorilor, 

În consideratiile care vor urma asupra erorilor, se va presupune că toate erorile groso- 
lan» sint evitabile fiind descoperite și eliminate în sensul că au fost scoase măsurătorile 
greșite și n-au rămas să acţioneze decit erorile propriu-zise, i 


b. Eroripropriu-zisedupă cauzele lor. Erorile propriu-zise rămase 
se datorese diverselor cauze, precum : imprecizia aparatelor sau a metodelor intrebuin- 
fate (erori instrumentale), imperfectiuni ale operatorului (erori personale) si influența. 
mediului inconjurátor in timpul operatiei de másurare. 


d 

1*. Erori datorite instrumentelor. Considerind totusi cà instrumentele au fost constru- 
ite bine si sint verificate si reglate, aceste erorise datoresc imperfectiuni riguroase inerente 
de construelie a instrumentelor, oricit de ingrijit si modern ar fi fabricate ele, Aceste. 
erori diferă de la un tip la altul, cum si de la un aparat la alt aparat, în cadrul aceluiași 
tip, $i cresc pe măsură ce aparatul se uzează. Ele depind și de metoda de lucru intrebuin- 
tatá. 

2". Erori datorite operatorului. Acestea depind de atentia si iscusinta acestuia. Ele 
diferá de la operator la operator si chiar la același operator, cu dispoziţia de muncă şi 
oboseala lui. 


3^. Mediul înconjurător. În acest caz, măsurătoarea este influențată de schimbări de 
temperatură, umiditate, variaţie de luminozitate etc. 


2.1.1.4. Clasificárile erorilor propriu-zise, după modul lor de acţionare. Din punct de — 
vedere al modului de acţionare a erorilor propriu-zise, putem să avem o împărțire a aces- 
Lora în erori sistematice și erori intimplátoare. 


a. Erori sistematice. Acestea apar datorită unor cauze permanente, care ace 
lioneazá intr-un mod constant, sau dupá legi in general cunoscute. De exemplu, dacá 
másurám la temperatura de etalonare, o lungime cu o panglică de oțel mai lungă cu 0,02 m 
decit mărimea pe care ea o reprezintă, rezultatul final datorită imperfectiunii citate va fi 
în mod sistematic greșit in minus cu de n ori eroarea de 0,02 m a panglicii considerate. 
Rezultatul just al măsurătorii față de eroarea citată se va obtine aplicind de fiecare datá 
corectia necesară, E 

Pe baza statisticii matematice, aplicind teoria corelatiei se poate deduce si un cri 
teriu de depistare a lor, anume criteriul lui Abbé [12 si 14]. 

In instrumentele de másurat rámin erori mici sistematice de fabricatie sau rectificares 
numite erori instrumentale care pot fi eliminate prin adoptarea unor metode speciale | 
de lucru, fără ca aceste erori să fie calculate. De exemplu, erorile foarte mici de diviziune 1 
ale cercurilor gradate vor fi eliminate prin adoptarea mai multor diviziuni origine În. 
măsurarea unghiurilor (metoda reiteratiilor); eroarea foarte mică de excentricitate 2 
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iadei se eliminá prin adoptarea a douá verniere sau douá microscoape diametral opuse 
alidadel : 


ue erori sistematice pot proveni din aprecieri putin eronate in acelasi sens, datorite 


ctiunii simturilor omenesti (erori sistematice personale). În măsurătorile de mare 


pr icestea se eliminá prin másurarea mărimii respective cu instrumente și metode 
recizie aces Lada w^ da 
Sterite, utilizind si operatori diferiți. 


În concluzie, influența erorilor sistematice asupra măsurătorilor ei peor Sql 
ate cunoaste si se eliminá prin corectiile care se aplică sau prin meto hama e e iia 
ililizeazá ; ceea ce rámine neeliminat, cu condiţia sá poatá fi neglijat in rapo 
a sta măsurătorii pe care o efectuám, sint așa-numitele erori sistematice reziduale. 

Es fiind destul de mici, se vor considera ca erori intimplátoare. 


po 


p.Erori întimplătoare. Acestea sint erorile care infinenjează tea sa 
intimplátor, cu cantităţi foarte mici fiecare, dar apreciabile totuși în total, în plus puc 
minus si nu se pot elimina. Ele se datoresc unui numár mare de cauze mai E wd 
murit si ale cáror legi de actionare intimplátoare nu pot fi cunoscute EO: á iden = 
emplu, la másurarea unghiurilor orizontale cu un teodolit avem erori intimpláto 

e i E H Mull 

B er vibratii ale treptelor sau solului, pilastrilor, din cauza stationárii opera- 
torului sau trecerii unui vehicul oarecare prin vecinátatea teodolitului ; ie PE 

— dilatatiilor neegale ale părţilor instrumentului, din cauza variatiei temperaturii ; 

— devierilor in sens lateral ale liniei de vizá, de la directia rectilinie strictá (refractie 
laterală), din cauza compoziţiei neuniforme a atmosferei ; 

— luminării neuniforme a obiectivelor vizate ; 

— punctării obiectelor, mai mult sau mai puţin precise ; 

— condiţiilor obiective neegale, in care se găsește operatorul. À ^t^ 

Experienta ne aratá cá erorile intimplátoare se micşorează simțitor pe măsură ce 
instrumentele de măsurat si metodele care se aplică se perfectioneazá si pe măsură ce 
ştiinţa stie să distingá mai bine cauzele erorilor, sá nu rămină vreo eroare sistematică im- 
portantă neeliminată. J : 

În teoria erorilor măsurătorilor de precizie, în continuare se va presupune că măsură- 
torile au fost corectate de toate erorile sistematice si că n-au mai rămas decit erorile în- 
timplătoare sau cele sistematice reziduale, considerate ca intimplátoare. Prin teoria erorilor 
măsurătorilor care va urma se înţelege numai teoria erorilor intimplátoare. 


2.1.1.5. Proprietăţile caracteristice ale erorilor întimplătoare si curba clopot Gauss 
T^. Principiul cazualistic. Erorile mici în valuare absolută sint mai frecvente sau mai 
probabile decit cele mari; cazurile cu erori mici sint mai numeroase decit cele cu erori mari. 


2”. Principiul limitativ al erorilor. Toate erorile sint mai mici decit o anumită limită, 
care ar corespunde erorii datorite insumárii totale a cauzelor de erori. 


3”. Principiul distributiv al erorilor. Executind in mod generalizat un număr foarte 
mare de măsurători se obţin întotdeauna tot atitea erori pozitive cit si negative si suma lor 
este sensibil egală cu zero. 


4°. Principiul probabilistic al erorilor. Ca să avem o anumită eroare, probabilitatea 
este funcţie numai de mărimea erorii. y | 

Proprietăţile erorilor intimplátoare permit studierea științifică a lor prin aplicarea 
calculului probabilităților. 

Dacă se ia un sistem de axe de coordonate rectangulare zoy, notindu-se : 

— pe axa oz, mărimea zx a erorilor; 

`= pe axa oy, numărul y al erorilor de aceeași valoare, adică frecvenţa lor, 
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ca să fie satisfăcute cele 4 principii expuse mai înainte — a erorilor intimpl 


ite. « E | ătoare nor- 
male — va trebui să luăm o reprezentare de forma: ] 


(113) 


he a? 


y = Ce , 


unde C si h sint nişte parametri, funcţie de precizia măsurătorii respective. 
Reprezentind grafic funcția y(x) în figura III.1, curba care rezultă se numește 


clopot Gauss si reprezintă, în ipotezele generalizate, curba de distribuție normală a e 
Intimplátoare. 


curbă 
rorilop. 


Fig. J11.1. Curba de distribuţie normală a erorilor 
întimplătoare. 


2.1.1.6. Erorile probabile, cu ajutorul calculului probabilităților 
a. Probabilitatea infinitezimalá si finită a 


unei erori 

1”. Probabilitatea infinitezimalá a ero- k 
rii. Fie ecuația curbei clopot Gauss: 

2g 
EE 4 

în care C si h sint parametri de deter- 
minat. 

Probabilitatea infinitezimalá dP că 
o eroare sá fie cuprinsă, in ceea ce 
privește mărimea sa, între cx T98 


1 
La SA): 
X 2 
i : > ydr a hta 
Fig. IIL2. Probabilitatea infinitesimală a AP => (enge (111.3) 
unei erori, S 


unde suprafața S = 1. 
2^. Probabilitatea finită a erorii. Probabilitatea finită ca o eroare să fie cuprinsă tres 
două limite a si b: 1 
b A 
Pía, b) - C ( e dz, (111.4) s 


“a 
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Certitudinea si indicele de precizie k ale măsurătorii 
fi : s Sp CS e k 
Certitudinea erorii $i consecințe. Probabilitatea ca o eroare să fie cuprinsă între 
us adică P(—00; +20) este certitudinea, fiind egală cu unu: 
MUS. € 


— 00 si 


Too 
P(—00; + 00) = € | e~h? da =1. (111.5) 


Relaţia găsită (IIL.5) ne arată că cei doi parametri din curba Gauss, C și h, nu sint 
AS ui 3 * PERS M 1 5 
independenţi, ci legati prin însăși relaţia (111.5). ; 

" Exprimarea ordonatei la origine C funcție de parametrul h. Ordonata este dată de 
relația Euler-Poisson : 


(1II.6) 


adicá ordonata la origine C a curbei Gauss este proportionalá cu parametrul h. 
adica orac : d X ES à vt 

Pentru ecuatia curbei Gauss, inlocuind C prin expresia sa din relaţia (111,6), formula 
functiei numai de parametrul A rezultă : 


clic, Ma (111.7) 


T 


iar pentru probabilitatea ca o eroare să fie cuprinsă între a si b; 
ar pentri 0 


b 
A 
P(a,b)- ——V ent az. (ILL8) 


“a 


3”, Indicele de precizie h al măsurătorii. 
Parametrul h — care a rămas ca singurul 
parametru variabil în ecuaţia curbei Gauss 
(111.7) si in formula probabilității erorii 
(111.5) — se numeste indicele de precizie al 
măsurătorii, deoarece caracterizează preci- 
zia măsurătorilor considerate. 

Astfel, dacă în figura 111.3 se iau in 
consideraţie două curbe clopot Gauss, una 
(1), corespunzător la h = unitatea, iar 
cealaltă (2) corespunzător la h = 2 unităţi, 
se observă că măsurătoarea (2) asupra uneia 
și aceleiași mărimi este mai precisă decit 2 x 
măsurătoarea (1) Parametrul h =p se a AAA + sA i | 
numeşte ponderea (greutatea) măsurătorii Fig. IIL.3. Variația formei curbei Gauss, 


respective (v. § 2.2.2, p. 317) în raport cu precizia măsurătorii. 
2.1.1.7. Principiul metodei celor mai mici pătrate 


a Probabilitatea matematică compusă. Probabilitatea matematică 
compusă este în legătură cu probabilitatea intersectiei a mai multor evenimente indepen- 
dente, fiind egală cu produsul probabilității simple. 
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Practic, din mai multe cazuri existente este evident avantajos acela care 
probabilitatea maximă (principiul probab'ltății maxime). : 
b. Proprietatea de minim a pátratelor erorilor probabile. Se presupune cá asupra unei. 
mărimi s-au efectuat mai multe măsurători directe independente, de aceeași precizie. 
(același indice h) de erori probabile generice 8E,, 8E;, 8E; etc. q 


Probabilitatea matematică compusă P se va obţine prin produsul probabilităților 
simple adică : 


n 
3P = 3P, 8P, ... 8P, — [| eE? +... 4 ED E,... SEn, 
Vr 
sau: h yn 
— 8H 
ab | 
¿P= — 3 HL9 
e-r{E} + ...+E?) cr 
unde : 
SE = 8E, 8E, ... BE, t 


Probabilitatea 8P este maximă, adică șansa producerii evenimentului compus respec- 
tiv este cea mai mare, atunci cind : 


. 4 E? — [E?] — minim. (IIL10) 


Prin generalizare se va spune cá valorile medii probabile ale erorilor măsurătorilor in- 
directe sau condiţionate v; vor trebui să îndeplinească condiţia ca [02] = minim, de unde 
şi denumirea de melodă a celor mai mici pătrate ale erorilor probabile. 

În cazul măsurătorilor de precizie diferită se va vedea ulterior că relaţia (111.10) va 
deveni [pv?] = minim. 


2.1.2. Proprietăţi specifice, erori aparente si reale. Media aritmetică. Media probabilă 


2.1.2.1. Proprietăţile erorilor aparente, Erorile aparente v;, calculate față de media 
artimetică M sînt definite prin expresia: 


(ULA) 


Es ias 


in care M; este valoarea măsurătorii i, iar M media aritmetică a celor n măsurători. 


Dintre proprietăţile erorilor v;, calculate față de media aritmetică, se citează urmá- 
toarele : 


a. Suma erorilor aparente. Aceasta este egală cu zero : 
/ 
[v] — 0, (IIL12)- 


ceea ce rezultă din relaţiile (111.11) și (III.1). 


N 
[271 
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suma pătratelor erorilor aparente. Variind valoarea de referintà 
um Tini este minimă pentru cazul in care valoarea de referinţă coincide cu media 
această sui m 


art ime t icá . 


Coincidenta mediei aritmetice cu media probabilá. Aceastá proprietate de mins 

> átratelor erorilor aparente v; calculate fatá de media aritmeticá M este foarte 
ga 2 leoarece din aplicarea calculului probabilităților s-a văzut anterior cá valoarea 
robabilá in cazul a mai multor măsurători directe independente de acuzi A dul 
a la care suma pătratelor erorilor probabile respective este minimă [E il 
va rezulta că media aritmeticá coincide cu valoarea cea mai tei 


2.1.3 


importan 


cea mai ] 

eizie este aceea 
- minim. Deci, Y Ade "aon Pdl ke idis Po eti 
senrülorii respective pentru cazul măsurătorilor directe de aceeași precizie, as E 
to 3/ v 


mărimi. 


singure 


Proprietățile erorilor reale f 

Suma erorilor reale. Dacá se considerá diferentele dintre fiecare másurá- 
: E 4 x = ab wt m 

toare genericá M; si valoarea adeváratá sau realá necunoscutá X a márimii pe care o 

oare gel à Miş 

măsurăm, obţinem erorile reale : 


e =M — X; i=1...Rf. (111,13) 


Pentru suma erorilor reale se obtine valoarea : 


(111.14) 


in care e - M — X este eroarea realá a mediei aritmetice. 
£y ] 


b. Suma pátratelor erorilor reale. Aceasta este datá de relatia : 


(111.15) 


2.1.3. Erorile medii: aritmetică, pátraticá si probabilă. 


2.1.3.1. Eroarea medie aritmeticá a unei singure măsurători. Eroarea medie aritmetică 
simplă a unei singure măsurători este : 


| l0l+... + bal 
alt alt cet al, 


(111.16) 


n 


"nde ivi] reprezintă valoarea absolută a erorilor vi. s 

Acest mod de a calcula eroarea medie simplă a a unei singure măsurători, prin eroarea 
Medie aritmetică, nu s-a arătat destul de bun in practică intrucit nu se pun sutictent 
în evidenţă erorile cu moduli mari față de cele cu moduli mici, acordindu-li-se tuturor 


același grad de importanţă. 
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2.1.3.2. Eroarea medie pătratică 


a Eroarea medie pátraticá a unei singure măsurători, 
Eroarea medie pătratică a unei singure măsurători 6, pentru un grup de n măsurători de 
aceeaşi precizie, efectuate asupra unei aceleiași mărimi, este dată de formula Bessel 


PERSE FP Lo NF (111.17) 
n—1 


b. Eroarea medie pátraticá a mediei aritmetice. Aceasta este 
datá de: 


| 
| 
! 
I 
! 
i 


c 
MX £y -— —— (111.18) 


Es 


n 


Lo — le i nn id 
Ü 4 16 IE n 


Fig. 11,4, Variația erorii medii pátratice a mediei aritmetice, în funcție de 


v : A numărul măsurătorilor. 
c.Desereşterea erorii m cu 9 si cu creşterealui m. 


Eroarea medie pătratică m descreste ca valoare, cind © este mic si cind crește numă= 
rul n al măsurătorilor efectuate. 
Raportul r al erorii medii pătratice m referită la o : 


d. Calcule practice 
1) Cunoscind că la un teodolit de 2% aproximaţie directă, bine reglat, eroarea medie 
pătratică o = 8** si dorind sá se obţină o eroare medie pătratică m= + 2*^, care va trebui 
să fie numărul n de măsurători efectuate? 


m = = IIL19 
Bro mr ln d (TIL Din formula (111.18) se deduce: 


variază după cum rezultă din tabelul III.1. 


Tabelul IIL1 
în acest caz rezultă : 
Descreşterea erorii m fatá de c, cu creşterea 


numărului n al măsurătorilor se : A 
n= 200 = 43 = 36 
t Li 
n | 1 | 16 | 86 
| | | 2) Dante : Sg FAC -— e E y 
y | 1 | 0,50 0,25 0,17 =) Pentru ca la o drumuire principală sá se obţină o eroare medie pătratică la măsura- 


rea unui unghi de m = + 20%, din numai n = 4 măsurători (citiri la cele două organe 
diametral opuse, în poziţia I si 11) cit va trebui să fie eroarea mijlocie medie pátraticá o 
à teodolitului care va trebui să fie întrebuințat ? 
Grafic, descresterea erorii medii pátratice m a mediei aritmetice faţă de 2, cu creșterea Din formula (111.18) se deduce: 
numărului de măsurători n, se poate vedea în figura 111.4, unde pe Ox trecem numărul de 
măsurători n = 1; 4; 16; 36 etc. și pe Oy valoarea raportului r din tabelul III.1, 
Concluzie, Descresterea erorii medii pátratice m, la creşterea numărului de másurá- 
tori n este semnificativă pentru ramura 7 a curbei (piná la n = 4) și mult mai puţin semni- 
ficativá pentru valori n mai mari. Deci, pentru a se ajunge la rezultate cit mai precise, 
cu eroare m cit mai mică, nu este recomandabil, nici economic sá mărim numărul másurd- 
torilor peste 4, 16 etc., ci trebuie în același timp să avem si o eroare mijlocie medie pă- 
traticá o cit mai mică, 


E pă (111.21) 


în acest caz rezultă : 
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2.1.3.3. Formula generală a probabilității unei erori. Probabilitatea P |x| pentru cao 
eroare să fie cuprinsă între — x si +, adică să fie egală în valoare absolută cel mult ey 
x (unde x reprezintă o valoare anumită mai mică ca valoarea limită) finind seama de NP rr " M 1 
(111.10) este dată de: f metrul de precizie h. Prin rezolvarea ecuației f(z) = > rezultă : 


a. Eroarea medie (mijlocie)probabiláE,functie de para- 


FAR RS LN 
Plz| === e- dx =2 ed edo, 
f 
T 7-—& T J0 E a 
Ly igi (111.23) 
Pentru o eroare x mică, vom calcula integrala de mai înainte prin dezvoltári in serie, 


obtinind : A ERS 
b. Eroarea medie pătratică o funcție de parametrul de 


precizie h. Relația dintre eroarea medie pătratică si indicele de precizie este : 
3 


ez 
T 


2h ză 2 (Ax)? 
Pla == PE pp uu)— e OS ie (11.22) 


Formula (111.22) reprezintá probabilitatea cáutatá, ca eroarea sá fie cuprinsă între. o= PP . I 
— şi +a, adică să fie egală cu |x] și este o funcţie P|x| = f(z), în care z = hz. V2 h (111.24) 


2.1.3.4. Eroarea medie probabilă E a unei singure măsurători. Se defineste logic că eroarea 
probabilă medie E a unei singure măsurători este acea eroare pentru care numărul erorilor. 
mai mari ca ea este egal cu numărul erorilor mai mici ca ea, atit pentru erorile pozitive cit 
și pentru cele negative. 

Astfel, orice măsurătoare generică dintr-un grup de măsurători vine cu șanse egale de 2 
avea o eroare mai mare sau mai micá ca eroarea probabilá E. D 

În consecinţă, la curba clopot Gauss de exemplu pe ramura pozitivă (fig. IILS) 
eroarea probabilă este dată de -+E = --z, şi ei îi corespunde o anumită ordonată pină 
la curbă, care ordonată împarte suprafața dintre curbă și axele de coordonate in două. și înlocuind în relaţia (111,23) rezultă : 
părţi egale S, = Sa. 


c. Eroarea medie probabilă E funcţie de er i 
c F E 1 A ă E oarea medie 
pătratică c. Din ecutia (111.24) rezultă pentru parametrul h funcţie de eroarea o: 


T E 2 
E = 0,48 V2 o = 0,670 = — c. (111.25) 
3 : 


În practică T de : AY 
E pi ictic à, dacá se ia totusi pentru caracterizarea preciziei medii a unei singure má- 
à T DE i, eroarea medie pătratică o in loc de eroarea medie probabilă E, rezultă o valoare 
apropiată, ceva mai mare, mai acoperitoare : 


(111.26) 


2.1.3.5 ^ 3 J33 Ae 
3.5. Eroarea medie probabilă a mediei aritmetice. Ínmultind relaţia (111.25) prin 


Fig. IIL.5. Eroarea medie probabilă E. 


in ambii membri, se obţine pentru eroar i ilă 
E ^ a LI $m x AS - y oarea med abilà : ediei i i 
Rezultă că eroarea probabilă medie mijlocie E a unei singure măsurători, este eroarea E : I Y edie probabilă a mediei artitmetice 
2M relația: 
1 4 tia : 
la care corespunde probabilitatea uA si punind funcţia P |x] = f(z) dată de formula (111.22) 
(111.27) 


1 - 4 
are valoarea —» eroarea medie probabilă E este abscisa xp corespunzătoare. 

2 F unde eroarea " A EA 
area medie pătratică a mediei aritmetice m se va calcula cu formula (111.18) 
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În practică însă, se va lua totuși pentru caracterizarea erorii medii a mediei aritmetice - 


eroarea m si nu eroarea probabilă Em ; pentru a fi mai acoperiţi se ia : 


3 E 
m — 2 Me 


(111.28) 


2.1.3.6. Erori limită. Ecart maxim. Formula tolerantei. 

a. Semnificaţia geometrică a erorii medii pătratice g, 
Punctele de inflexiune ale curbei clopot Gauss au loc pentru valori ale absciselor egale cu 
însăși eroarea medie pătratică mijlocie + o. 

Ordonata, aceeași în cele două puncte de inflexiune a curbei clopot Gauss, este, aproxi- 
mativ jumătate din ordonata la origine a curbei, 

b. Evaluarea erorii medii limită a unei singure mărimi 
măsurate. Folosindu-ne de formula generală (111.22) a probabilității unei erori 
P* |£ | si variind pe £ se obțin datele din tabelul III. 2. 


Tabelul III.2 


Variația probabilității P* |£| eu variaţia lui č = £(0) 


——————— 


| E=El0) | Ee 20 | 2,50 d 
| | | | | 
pure | | 
| | 1 | 1 1 
Peel r^ e | we OR 
2 23 | 90 195 
| 


Din tabelul IIL2, rezultă cá pentru cazul in care avem un număr n de măsurători 
asupra unei aceleași mărimi, avind valoarea n<12, eroarea medie limită / se poate conz 
sidera | = 2 c, deoarece din 12 cazuri posibile nu avem decit sub 0,5 cazuri favorabile ; 
deci, practic, prin rotunjire nu se obține nici un caz favorabil de eroare mai mare ca cea 
considerată eroare limită. 

Acesta fiind si cazul cel mai des intilnit în practică cu n <12, se va lua eroarea medie 
limită 1 corespunzătoare: 


Se subliniază că pentru cazurile în care numărul de măsurători n asupra unei aceleiași 
mărimi este mai mare și anume 12«;n «45, pentru eroarea medie limită l corespunzătoare 
se va lua: 

1252,85 o; etc. 


c. Evaluarea ecartului probabil maxim A, între valorile 


cea mai mare si cea mai micá a másurátorilor. Deoarece la 0 
mărime măsurată se consideră o eroare medie limită pozitivă 1 = 2c si de asemenea 9 


eroare medie limită negativă —l = — 26, aplicind o teoremă (v. relaţia 111,40) va rezulta 
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entru ecartul mediu maxim A între valorile cea mai mare si cea mai mică a măsurătorilor 
expresia : 


respective 


m f 30 ... pentru n<12; 
A< 1/2 e po 


4c ... pentru 12<n<45. 


Aceastá formulá a ecartului A, in conformitate cu calculul probabilitátilor, ne dá un 
criteriu practic de a constata, cu ajutorul erorii medii pátratice c, dacă măsurătorile noas- 
tre indeplinesc conditiile unor másurátori normale, juste. El se aplicá usor in practicá 

d. Criterii de depistare a erorilor grosolane sau siste- 
matice re manente. In unele cazuri mai rare ale domeniului másurátorilor cu 
distribulie normalá, se poate intrebuinta in practicá criteriul Chauvenet pentru depistarea 
unor erori grosolane neinláturate, care nu ne apar destul de evidente [11] si de asemenea 
criteriul lui Abbe [12] pentru depistarea unor erori sistematice prea mari, neeliminate. 

e. Evaluarea erorii medii limită L a mediei aritmetice. 
Trecind de la erorile medii limită 1 ale unei singure măsurători la erorile medii limită L 
ale mediilor aritmetice se conchid următoarele : 

Da . TU $ ar. E A 5i Y: H D H 
i 1 ) Pentru cazul in care numărul n al măsurătorilor este mic n<12, eroarea medie 
limită L a mediei aritmetice va fi dată în mod probabil de: 


Lm. 


unde m este eroarea medie pátraticá a mediei aritmetice. 


2) Pentru cazul in care numărul n al măsurătorilor este mare 12<n<A45, va trebui să se 
ia pentru eroarea medie limità .L a mediei aritmetice : 


T 252,5. m. 


e f. Toleranta erorii medii limitá a mediei aritmetice. 
aţă de erorile medii limitá L ale mediilor aritmetice date mai inainte, rezultá in practicá 
următoarele tolerante T ale erorilor medii limită L : 


— pentru n < 12 A DEA 7; 
— pentru 12 «n «; 45 ^ T= 2,0. m; etc; 


rar i L Vise PE ; 
2.1.3.7. Prelucrarea practică a măsurătorilor directe de aceeași precizie 


a. Calculul practic al mediei aritmetice și erorile medii 
pătratice 
itn piece practic cu control al mediei aritmetice cu ajutorul valorii apropiate. Însemnind 
* Mo 9 valoare rotunjitá apropiatá a valorilor másurátorilor directe de aceeasi precizie 
1» Ma, .... My, se poate scrie: 


M; = Mo + M: fm 2. n. (111.29) 
Pentru media aritmetică rezultă următoarea expresie : 
[M] [M'] 
M= = Mo + . (111.30) 
n n 
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Pentru calculul de control al mediei aritmetice M, se poate aplica formula (III, 30). d 


de două ori, schimbind valoarea rotunjită apropiată Mi / într-o altă valoare puţin diferită, — e s. Eg | | 
" m E Vp A e | 
de exemplu cu o unitate Mg = oo M 5 |o 
Ld | » E 2 S 
2° Calculul practic al mediei artimetice M si al valorilor c si m sub formă de tabel. Se ail - E zd Q IET E | A E I 
un unghi orizontal de microtriangulatie care a fost másurat cu un teodolit cu aproximatie a v B [rz 19 P. ; H | H 3 2 z | 
de 1°°, rezultind 8 valori Mj, in aceleași condiții de precizie, indicate in coloana 2 a tabe- e z UMEN NES l li E SR S ll 
lului 111.3 dst + CR S. | & BIE | 
ului .d. = iz ; i SEN o liae V THEO 
Valorile rotunjite apropiate sint : E S uU" ERI 1 S | e a 2 IE 
y " | li! E loa ete Sl | Eg] 
i b e € E NC SE : E M ril 
x ` E i | | - e 49 
M?! = 43€ — 08° — 480 -+ —A = 43€ — 08% — 5700 $1 | HT ES 
0 Ir e e| B|S5 xz SÉ 
2 ^ E 
MW! = 43% — 080 — 48% + 800 = 438 — 08% — 5600 Vu o al S 3.8 38 | g es al 
u $ i 
e * pi cm 
În coloanele 3, 4, 5 si 6 se scriu valorile M?, My care rezultă ca plusuri ale fiecărei F y A 
măsurători M; peste Mg si Mọ’. E : | [o = [4l S | e E: 
Valoarea cea mai probabilă” a unghiului M este dată în dublu mod, pentru cont & E - ca 4 | e 
aplicind formula (III. 30) si anume, rotunjit : z y + | 
omt Ts Pie ic | oc < c j exl | 
m| ES e | 
M = 438 — 089 — 58ce, iS de 
» | e 
f B| 3e Sr e! | SN INA pe Aa 
În coloanele 7 si 8 se trec erorile reziduale vj, obţinute prin diferenţa Mj — M, între E We RE o xul 
fiecare másurátoare M; si media aritmeticá M, separat cele pozitive in coloana 7, iar ad s I XP 
cele negative in coloana 8.! 3 D $ Sol 
py : } gi 3. TeS o AN E e o |] I me 23 
Drept control trebuie ca [v] = 0, sau practic, egal cu citeva unităţi de ultimul rang E E M mi = AU o9 
zecimal, datorită rotunjirii făcute la calculul mediei M in cazul nostru [v] = + 2. ES dă sc A 
În coloana 9 se scriu pátratele v? ; in partea de jos a coloanei se găsește suma E E EM 
2 o e 
[v2] = 390. *|5 BE F Ll S. MI [^| Sia. £5 
rs AC 
Ín coloana 10 de calcule, aplicind formula (III. 17) se obtine eroarea medie pătraticăi. d I | e & | 
a unei singure măsurători : S | "EE 
[ | o m 


ec 
6 = + Y 


IZ 4 8%. 


Pentru controlul calculului erorii medii pătratice se aplică formula Peters [12] dedusă El 2 
prin calculul probabilitátilor : y y” $ $ 3 = ME 2 S g 
3 " oo oo [2] oo 3 5 

gs. 2 = oo So 
5 5 [lo] 5 50 „ce E " o S SO ss | 2 d 
o a . 1 = m 8, 25, E | d En 
7,9 3 | c N N e 0 
H-—u lee * A Er $ «Á $ M $ SER lit | 
2 | | 2 bo 
| i. 9 e 
chr. wa 
: ; : Clon «14 | ll 
i 9r ec 

obtinindu-se o valoare mai acoperitoare 8, 25 pentru 8**, ZB ps e eius in ZE ex Ie k 5 > 
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În continuare, aplicind formula (111.18) se obţine eroarea medie pătratică a mediei 
aritmetice : 


oce "P 
m = 4 2, 8% 4+ 3, 


În concluzie, rezultă că unghiul măsurat are valoarea probabilă dată de media aritme- 
tică: 


M = 43* — 08° — 58°°, 


cu o eroare medie pátraticá m datá mai înainte, rezultatul mediu putindu-se scrie 
astfel : 

43% — 08€ — 58% y ace, 
b. Prezentarea şi 


surătorii directe a 
rezultate din n măsurători este : 


discutarea rezultatului final al mu 
unei mărimi. Valoarea definitivă a unei mărimi 


X — M 4 Ey, (111.31) 


in care M este media aritmetică a celor n măsurători. 

În practică, in formula (IIL31), în locul erorii medii probabile + Ey se pune eroarea 
medie pătratică a mediei aritmetice +- m, ceea ce reprezintă prezentarea rezultatului eu o 
eroare mai mare (deoarece E3;—2/3 m) decit reiese din aplicarea calculului probabili- 
tátilor și aceasta nu este o greșeală, căci este mai acoperitor. 

Se menționează că, in cazul misurárii unei lungimi, trebuie să se calculeze nu numai 
eroarea medie pătratică m, ci si eroarea probabilă relativá m, cu formula : 


(111.32) 


luindu-se min mirim? absolută. Aceasta deoarece eroarea relativă explică mai bine pre- 
cizia rezultatului măsurării mărimii respective. 


2.1.4. Eroarea unei funetii explicite de mărimi independente măsurate direct 


eu aceeaşi precizie si erori totale compuse 


2.1.4.1. Eroarea funcţiei explicite de formă generală și particulară 

a. Punerea problemei. O altă categorie de mărimi ale căror erori es 
considerate imediat legate de márimile másurate direct, sint márimile care se prezint 
sub formă de funcţie explicită de alte mărimi independente măsurate direct. 

În acest caz, se pune următoarea problemă : care este eroarea funcţiei, cunosc 
erorile mărimilor independente măsurate direct? 


ind 


, . ara 9 Of Y 
i m; = m? Ei ho... Hmi , (IH. 34) 
= x 
0X, 0 0X, Jo 
P) 
4 
i adică pătratul erorii unei functii f este egal cu suma produselor dintre pătratele erorilor: 
medii m? , prin pátratele derivatelor parțiale ale funcției in care se va lua: 
i? 
Xy = X? (i = 132599, n). 
j c Formulele erorilor unor funcţii particulare cu 
4 aplicatii 
H 1° Cazul sumei algebrice de mărimi măsurate direct, Fie funcția f(X; , Las...» Xp), de 
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p. Deducerea formulei erorii unei functii. Se considerá cazul 

ral cind pentru o mărime Z rezultă o funcţie f de n mărimi independente, măsurate 
, X. 

Xa t 


gene ] 
direct Xi; Xa," 


Z = Xib Xa Xn). (111.33). 


Pentru mărimile X,, X,,..., X, se cunosc din măsurătorile directe valorile medii : 


da 


MI > 
Sad o aut 


cu erorile medii pătratice respective : 


Hs Mg gos y ale 


Ergarea funcliei f este datá de relatia : 


forma unei sume algebrice : 


Me dep OM 


Derivatele parţiale fiind toate egale cu + unitatea, aplicind formula (III.34) pentru 
eroarea functiei se deduce : 


m; = + Vm} + m + F m (111.35) 


2°, Cazul sumei algebrice de mărimi de aceeași eroare. Funcţia f prezentindu-se 
sub formă de sumă generală : 


LE Rs deas ab Xy 


5! avind pentru erorile respective ale termenilor sumei : 


m, = M =... = My = M, 


306 TEORIA ERORILOR MASURATORILOR SI METODA CELOR MAI MICI PATR 


MASURATORI DIRECTE 
ATE E 


aplicind formula (111.35) va rezulta : 


m= 4+ m | n. 


Aplicația 1. Sá se găsească formula transmiterii erorii unghiulare la o drumuire planimetrică 


orizontale fiind măsurate toate cu aceeaşi precizie. 
Considerind drumuirea planimetrică (fig. 111.6) rezultă : 


On = 0, + in 4 Us +... + um + K 2008» 


unde K este un număr întreg sau zero. 


de mp este eroarea constantă pe fiecare niveleu normal. Astfel, rezultă : 
gn e mh E 


(111.36) m8 + Va; (111.37) 


» unghiurile , unde L = [20] este lungimea totală a drumuirii nivelitice, in km gi fracțiuni, 


ii ges rio » = 
sau fiind ge pmet = 


e obține: t. 
8 mă =: VL : (III.38) 


formulele (111.87) si (111.38) fiind analoge. 


i r 3°, Cazul diferenţei a două mărimi măsurate direct, Astfel, rezultă : 
1 = + |m? F mà II. 

Y = 2 | m, = + [m + m. (111,39) 
7 

ni An | Ín cazul particular. foarte frecvent folosit in practicá, cind cele douá márimi másurate 

au acceasi eroare medie m, adicá : 
$ 4 
2 — 


Fig. III.6. Drumuire planimetrică cu unghiurile másurate cu aceeasi precizie. 


Orientarea 9, a directiei generale AS este o funcţie de unghiurile orizontale măsurate Ugs Mase e ss a adică: 


On = fitre Ugs... Uy), 
prezentindu-se sub forma unei sume. 


Stiind cá erorile unghiurilor orizontale Mis Mg, «+», m, Sint aceleaşi : 


My Ma ROM ma = m, 


unghiurile fiind măsurate cu aceeasi precizie, pentru eroarea totală a orientărilor 9, si aplicind formula (111.36) 


rezultă : 


mg, = m yn. 


Aceasta fiind eroarea unghiul 
fixa pentru toleranta Ty a acestei erori formula : 


Tu = 4 Vu =2mVn . 


Aplicația 2 


S=h+h+...+ ha. 


unde Aj (i = 1, 2,..., n) sint diferentele de nivel pe diversele niveluri consecutive normale, adicá de aceeasi 
aplicarea formulei (III. 36) pentru eroarea totală mg & drumuirii 


lungime constantă 1 a porteei, rezultind prin 
nivelitice considerate : 


ma = my Y^. 


ará finalá a orientárii unei laturi de drumuire planimetricá, in practică, se va y 


. În cazul unei drumuiri de nivelment, diferența de nivel totală 8 este dată de suma algebrică : e^ 


rezultă pentru eroarea funcţiei : 


nysml2. (111.40) 


Aplicația 3. Sá se găsească eroarea medie a unei direcţii dintr-o rețea de triangulatie mg, cind se cunoaşte 
eroarea medie a unghiului respectiv al triangulatiei. 


Unghiul fiind diferenta a douá directii rezultá : 
— pentru eroarea respectivă My, aplicind formula (ILI. 40): 


my =md yz ; 


Bri — pentru eroarea necunoscută a direcției : 
ii 
"7 
- 
j 


4*. 


Cazul unui produs, Funcţia prezentindu-se sub formă de produs: 


f= X, X, 


X, si X, avind respectiv erorile medii m, și m,, pentru derivatele parţiale rezultă : 


3 
Of = Xa : bs si = X; 
0X, 9X, 
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aplicind formula generală (111.34) rezultă pentru eroarea funcţiei noastre : 


m = MESHE + (Xim. (IIL41) 


Aplicația 4. Sá se afle eroarea funcţiei care dă termenul principal al diferenței de nivel dintre două puncte 
A gi P, în nivelmentul trigonometric f = hAB = D tg a, avindu-se de exemplu: 
D = 300,25 m + 0,09 m; « = 6^10'30" + 30”. 


Derivatele parțiale sint : 


i] 


> 
1 T. Mie. 
uU ds — sin 20 | - m (111,42) 


cos? a 2 


Relaţia (111.42) dá formula riguroasă a erorii diferenţei de nivel h 4p din nivelmentul trizonometrie, 
exprimatá cu ajutorul erorilor mp a distantei si ma a unghiului vertical de înălţime «. 

În cazul triangulatiilor geodezice mp fiind mult mai mic în raport cu mas într-o primă aproximaţie, 
termenul al doilea din relaţia (111.42), care contine distanta D, dá un contribut mult mai mare decit primul, 
aşa cá in acest caz se obține: 


m, =D, 
A I 
ceea ce este de o deosebită importanță pentru practică. 

În exemplul considerat, aplicind relația (III.42), rezultă : 


m, = +5 cm, 


2.1.4.2. Formula erorii unei funclii prin me 


toda logaritmică cu ajutorul diferenţelor 
tabulare 


a. Eroarea absolută a unei funcţii prin metoda loga- 
ritmică. Fie funcția f, sub formă de produs general (factorii putind să aibă si exponenti 
pozitivi sau negativi, fractionari) : 


AO OD c A M 


(111.43) 
unde a este o constantă, X,, X,,..., X, mărimi másu 
și cu erori medii Ds Mas doll 


Pentru pátratul erorii functiei f* = 
unei sume se obține: 


: E Ur -0 
rate direct cu valori medii Xi ... An 


lg f, aplicind formula (111.36) a pătratului erorii 


9 9 2 
"PE a M e E s tanda: sls e 
vf DU, x, ! Mg x, dto. A Mg 


Sa (111.44) 


MASURATORI DIRECTE 


Dar: 


> . „45 
mug Xi = Imi AX; (i E ds NES n), an 9) 


gam iar Smali rag ivi ractic 
4n AX; s-au notat diferențele tabulare ale logaritmilor zecimali respectivi (practic 
unde pri ^i 


i] x? XQ) 
ate valorilor Xi ,..., Xn). — = DPTO: itáti de ultimul 
D in practicá, diferentele tabulare logaritmice AX; se vor INS pn Un tentia 
n pré "t intrebuintate: considerind că acestea sin " > 
: : abelelor :buintate ; consideri v 
;ecimal al tabelelor intreb j ; A o curd sifre la partea 
eut n cifre la partea intreagá, atunci pentru numere care au m Wes : —— 
ead va trebui sá se considere niște diferente tabulare transformate Az, față 
întreagă V: Sir o i in tabele a: 
E le tabulare initiale A;, scoase din tabele, unde: 
rentele tab! y 


rang 


A, IA 


l 


i f i : ror rezulta : eroarea 
După terminarea calculelor din membrul doi al for mulei (111.44) vor ino dd dee 
: iei i R "p D 0 £ t i JU Ha 
1 ritmului funcției f(mjg;) si eroarea funcţiei f(my) folosind relatia analog 
ogaritm t j 
111.45): 
E = mAf, 


Mgj 


unde Af este diferenta tabulará logaritmicá a valorii functiei f. 
Pentru eroarea m; a functiei se obtine : 


Tug j 


Af 


TILAG 
m; = - (111.46) 


Aplicația 5. Într-un triunghi plan ABC (fig. 111.7), avind din măsurători : 


- 


b = 514,18 + 0,05m; A = 5708'160" + 7”; C = 75 28'90" + 


2 ^ xanectivá 1 aproximatie de + 1 mm. 
se cere să se afle latura a si eroarea respectivă m, cu ar 


Pentru laturii a, aplicind teorema sinusurilor, 


deducerea 
rezultă functi: 


ritmind 


avem : 


lga = lgb + le sin A — lg sin (4 €), 


lar pentru pătratul erorii mo aplicind formula (111.44 


rezultà : A b t 


o 2 pt. x tont T" 
miga = migb * Masina * Migsin (4+0) * Fig. IIL7. Triunghi plan cu 
: g 


mentele b, A si C másurate direct. 


Calculele se scriu in tabelul 111.4. 


= 7 nA; 4a» obtinindu-se : 
Pentru eroarea Mg sin (4+ 0) 5e Va lua Mg sin (4+0) 7 "CA 4-0) (4-0) 


E 3 si 
na mg = + 10”. 


MA+C) 


311 
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Aplicația 6. Sá se deducá care este eroarea totală compusă, datorită influentei concomitente atit a erorilor 

3 Wi intimplătoare, cit şi a celor medii sistematice reziduale,într-o drumuire de nivelment geometric, constind 
Samal din niveluri normale (de aceeaşi lungime ale porteelor). 

[ Se aplicá formula (111.48), luindu-se pentru eroarea medie pátraticá partial mi datoritá numai influenţei 


Pentru latura a rezultă: 


a = 586,87 + 0,066 m. S 


Tabelul III 4 


Y erorilor întimplătoare : 
Calculul erorii unei funcții prin metoda logaritmică - m; =a Vz, 
| Y x fel 1 n 1 
Elemente : Diferenta | | | unde L este lungimea totală a drumuirii, formată din suma TAERE pos in p ri a re: aa cala 
din Valori tabelelor i nix se 2 | reprezentind eroarea medie pe 1 km de lungime (a = e, ), datorită numai influenţei erorilor intimplátoare. 
formulă lg x x In "AX. mg Xi Calcule 1 pentru eroarea medie pătratică Mos datorită numai influenței parţiale a erorilor sistematice reziduale 
D; D, y | ^ v, § 2.1.4.3) va trebui să se ia: 
| 1 2 3 4 5 6 " : EU 
| XLI A oT Ee OI SB a unde b este o constantă de proportionalitate, reprezentind eroarea medie sistematică reziduală pe 1 km de dru- 
1 9 | E : | 
gb 2,71112 8 80 +0,05 +4,00 16,00 ; Miga = + V20,9 xa Formula erorii totale compus2 a drumuirii de nivelment geometric este : 
| . 
Es | = +48 1 my = + VALI UE, (111.49) 
lg sin A 1,92427 8 8 7 4,6 si 
, -7/60 a > aet 
| o +0,93 9,90 Ha 70 = Mi Din formula (EII.49) rezultă şi ecuația riguros corespunzătoare a tolerantei T a erorii totale limită, unde: 
| | 
| 1 0 = +0,066m : | K,-*.. aa BSa 4.25: 
colg 13315 12 12 | 10/60 n E 
; ^ +2,00 4,00 | a = 58 
sin(A 4- C) | 6,86m A (111.50) 
| | | eN 
ilg a 2,76854 7 70 == | 2 RI În practică însă, atunci cind /contributul erorii totale sistematice este foarte mic, în raport cu cel al erorii 
: 0,90 EL. | otale întimolătoara (in misuritorile d» prezizie superioari) nezlijiai din ecuația (III. 50) termenul KL": 
b. Eroarea relativă a unei funcții prin metoda logarit- EE T = K*Yr, 


K* fiind eroarea totală compusă limită pe 1 km. 


mică. Notind prin fo mărime măsurată generic, se propune să se exprime intii eroarea 


logaritmului ei i area relativă > rimij 
adesea REEN mg ;, funcție de eroarea relativă a mărimii, deoarece în practică intervine ! Dacă in31 alteori, in misurátorile de prè normală mii redusă, ca de exemplu la măsurarea directă 
caz, pentru care eroarea relativă m; a funcţiei f se obţine : a distan panglica de ote! in topografie, stim că şi erorile sistematica totale reziduale au contribuit aprecia- 
bil, atunci pentru eroarea totală m din rslatia (IIL.48) si in consecinti si pentru toleranța respectivă T, se 


—— my Mig; 3 poate lua aproximativ : 
m, = — = 1 ^ : : 
f y z (111.47) | mg = n + me + 2m¿M, = (m; a m 
adi eM > > ^ E | si rezultă : 
"e Speed relativá a unei funcţii de mărime măsurată este egală cu eroarea logaritmului — — m, = mtm, 
mpárfitá la modul de transformare al logaritmilor. i x) : Y : 
2.1.4.3. Evaluárile erorilor medii si maxime totale y Astfel, din exérplnt/oltas sa MBENE 
a. Evaluarea influentei concomitente a erorilor medi * T = a* VI + v*L. 


1 f ese es ; , 
bebe ala e A * sis te ma ti ce rezi duale. În teoria erorilor aplicată 
i : „irecte de aceeași precizie se consideră pînă acum că ceea ce influenţează 
prado erorile intimplátoare. Erorile sistematice, care au fost considerate ca eliminate 
pi T Da taia de lucru sau prin corectii aplicate valorilor din observaţii, rámin totuşi 
ulte feluri de măsurători cu valori mici, reziduale, cum ar fi de exemplu in drumuirile : 
de nivelment geometric de precizie obișnuită etc. Eroarea totală compusă este dată de 


b. Evaluările erorilor totale maxime în diverse operaţii 
geodezice-topografice 

1°. Evaluarea erorii totale in măsurarea unui unghi orizontal cu teodolitul. La măsu- 
rarea pentru o direcţie a unui unghi orizontal cu teodolitul, socotind numai influența 
erorilor intimplátoare, se obțin următoarele erori care trebuie sá se ia în consideraţie : 


"V 


relatia : > A i E 

: (i) — eroarea de centrare in stație a aparatului  6,; 

m, = + m + pis. (111.48) E (ii) — eroarea de excentricitate a semnalului vizat e; ; 

| (iii) — eroarea de vizare cu luneta e; 

Relaţia (111.48) exprimă Á " | > Na 

. 1 i eroarea totală compus: ie pătratică tăi E T EA b 

enfei concomitente atit a erorilor medii cal, oit der a eE ke eo (iv) „— eroarea uitării pe beton gradat fi 
7i E I , z " x : ; 

reziduale s. abo ore (v)  — eroarea reziduală totală a instrumentului e. 
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a=+/4+24+...+e. 


În continuare se evaluează fiecare din erorile amintite mai inainte: 
(i) Eroarea de centrare în stație a ap i atorită i i 
cud a in ibi Y y aparatului e,. Datorită acestei erori, centrul cercului 
D E entului in loc să se găsească in S pe verticala punctului din teren, se 
gáseste putin depártat, de exemplu in punctul S’ 
R (fig. III.8). 


În măsurarea unghiului eroarea va fi: 
e 


e, — gp" mo 
d 


z 


pọ” fiind constanta de transformare din radiani in 
secunde. Cind unghiul q” variazá, valoarea maximá 


a erorii e, are loc pentru q” — 90? (S'A | SR): 


A A = "n 
ima a 


3 (11L52) 


(ii) Eroarea de excentricitate a semnalului vizat la. 
Datorită excentricitátii AA e* a semnalului vizat, 
in condiţiile de valoare limită maximă, această eroare 
este dată din sectorul circular ASA” (fig. IIL9): 
Fig. 111.8. Eroarea de centrare e* 

în staţie a aparatului. eg! = p" —, (111.53) 


Y 


so 


adicá de aceeasi formulá ca si eroarea precedentá. 
(iii) Eroarea de vizare prin punctare cu luneta e}. Această 
formula : 


eroare se calculează cu 


a A 


200** 


M 


unde M este márirea lunetei. 


În cazul unei măriri superioare de M — 40 ori, rezultă: 


= - KCC 
eg = +5, 


(iv) Eroarea de citire pe cercul gradat e, . Această eroare 
este dată de aproximatia citirii (precizia de citire), adică 
de cea mai mică diviziune care se poate citi just cu 
organul de citire pe care-l posedă teodolitul utilizat. 

Pentru exemplificare, în cele ce vor urma, se va con- 
sidera cazul în care e, — 1*6, 


(v) Eroarea reziduală totală a instrumentului e. Această eroare se va deduce imediat pe 
cale indirectă. 


S bn 


Fig. III.9. Eroarea de ex- 
centricitate a semnalului 
vizat, 


Eroarea totalá e; in másurarea unei directii a unghiului orizontal, va fi datá de relaţia + 


ansi | 


L 


-— = a 
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recapitulind pentru erorile e;, es, ..., €, $i pătratele lor, în cazul teodolitului 


Astfel, € e e (en à y 
u aproximaţie de 1** si al unei lungimi de viză de 6,40 km se obţine: 
cu î > 
e | e? 
— eroarea de centrare in staţie, 1 cm ee 1 
__ eroarea de excentricitate a semnalului vizat, 1 cm 1 | 1 
— eroarea de punctare (mărirea lunetei 40 X) 450° | 25 
— eroarea de citire pace | 1 


Cunoscind din $ 2.1.4.1. că eroarea mijlocie medie pătratică m, de măsurare a unui 
unghi cu un teodolit de 1** aproximație este de circa m, = + 8...9°°, pentru eroarea 
direcției va rezulta : 


ea = -= X 0,7 Mys 


obtinindu-se ; 
eq 82 + 6%. 


Din relaţia (IIL51) trebuind sá se obţină e? = 36, rezultă că e = 36 — 28 = 8 si 


deci ej zz + 3%, 
c. Tratarea unor probleme deoptimizare prin aplicarea 
erorii unei functii. Ca aplicare a erorii unei functii putem trata diverse pro- 


bleme de optimizare. Se pot trata de exemplu urmátoarele : 
— valoarea optimá a unghiului opus bazei intr-o intersectie 
simplá liniará ; 


simplá unghiulará ; 
— idem, pentru o intersectie 
— poziţia optimă pe teren a punctelor fixe, faţă de punctul de determinat într-o retro- 
intersecție unghiulară etc. 
În cele ce urmează se dă sub formă de exemplu tratarea uneia din aceste probleme 
ȘI anume ; 


1° Eroarea de poziţie a unui punct din plan determinat prin intersecție înainte cu direcții 
şi conditia optimă pentru precizia maximá a determinării 


Aplicația 7. Se dau punctele 4, (2,9) si As(tava) (fig. 111.10), precum si orientările 0, si 0, deduse din măsură- 
tori cu erorile Mg] = Moz = mp. Considerind punctele A, si As de coordonate fixe, lipsite de erori, să se găsească 


eroarea medie pătratică liniară de poziție my a punctului P, dată de formula : 


9 2 2 
(Toc omm, 
mi Mo my 


== urmare a erorilor mg i. 


Funcțiile explicite de cantități măsurate direct, sint: 


£,(0,, 02) Y za tg 0, — e, tg O, 
191: Vs D - Aa id ar Een dz 

tg 0, — tg 0, 
f2(0,, 0 e Bet: Mapa. cote 0. — Y, cotg 0, 
2(V1* Ug) =- a deris UE V 


cotg 0, — cotg 0, 
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Aplieind formula erorii unei funcţii (111,34) rezultă : 


2 Bons 
2 81 05 + sa cos" 0, 2 
m ———— —— m 
o LA 0 
sin? (07 — 01) 
2 an 2 an2 
6 sq sin? 0, + so sin? 0, 9 
si analog: m? —— - Ti e má 
X y REP 0: 
sin*(0 — 0,) 
ə 
Pentru eroarea mr rezultă : 
pu e 
2 2 > 8 $2 
m my Ma = -— - 


Fig. 111,10. Intersectia inainte cu unghiuri măsurate. 


Y. unde y este unghiul sub care se intersectează direcțiile 1 — PH 
> 


itratal erorii liniare de poziţie m 


Dar, avind pe figură 


2 — P, se obține pentru pi i punctului de determinat, formula practices; 


iseste in continuare exprimind DE 


Condiţia geometrică optimă pentra precizia maximă a determir 
. IIL.10) cercetind minimul funciiél 


i unghiul Y in funcție de variabilele independente o», si %a | 
ive, 


84. 8 


resp 


Efectuind derivatele parţiale ale funcției my in raport eu o, si x4 si punind conditia de minim, rezultà 
soluţia : 


MÁSURATORI DIRECTE 


de unde; efectuind calculele : 


pentru unghiul y rezultă: 


Y = 109167. 


Această valoare exprimă conditia geometrică optimă pentru intersecția inainte. Rezultatul obținut este 
atil în general la proiectarea indesirii triangulatiei prin intersecţie unghiulară inainte si in special în cazurile 
in care este nevoie de o precizie mai mare în intersecţia unghiulară înainte, ca de exemplu la urmărirea defor- 
matiilor barajelor sau a altor construcţii, în determinarea poziţiei unor puncte inaccesibile. 


MĂSURĂTORI DIRECTE DE PRECIZII DIFERITE 


Principiul mediei ponderate 


de determinat altitudinea necunoascută a unui punct de triangulatie de ord. III sau IV, 
P, (fig. 111.11) prin nivelment trigonometric-geodezic multiplu, plecind din mai multe 


puncte de cote cunoscute A, B, C, D si intre- 
buintind diferente de nivel medii de la punctele B 
cunoscute spre punctul de determinat altime- 
tric, se ajunge la constatarea cá pentru altitu- 
dinea punctului P se gásesc 4 valori diferite. 

Media aritmeticá simplá a celor 4 valori 
H,. H,, H4, H}, evident cá nu ar fi indicat să 
Se ia, deoarece acestea nu se considerá de 
aceeași precizie si ca atare nu se poate acorda 
aceeași încredere. 

Analog, în determinarea altitudinii medii a 
unui punct nodal N, se pot avea 3 sau mai 
multe drumuiri de nivelment geometric, sau 
drumuiri de nivelment trigonometric, ori in 
determinarea coordonatelor planimetrice medii 
ale unui punct nodal de mai multe drumuiri 
planimetrice etc. 


Astfel, se atribuie cite un coeficient de 
precizie fiecăreia din valorile din care trebuie | 
Sá se calculeze valoarea medie finală, mai mare celor mai precise si mai mic, celor mai 
Putin precise. 


2.2.1.1. Definirea măsurătorilor directe de precizii neegale. Presupunind că este necesar 


Fig. 111.11. Determinarea altitudinii 
punctului nodal P prin nivelment 
trigonometric. 


2.2.1.2. Formula mediei ponderate. Dacá asupra unei márimi se cunosc mai multe va- 
lori medii M,, Ms, .. .,M,, de precizii neegale, adică avind erorile medii pătratice diferite 
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Mı, Mgs.. ., Mp, Valoarea cea mai probabilă 


a mărimii respective este media ponderatàá - 
determinatá cu relatia : 4 


PM + PoMa + e F PnMg 


Put Pat +»... + Pn 


[pM] 
[p] 


M = 


(111.54) 


2.2.1.3. Diversele exprimări ale ponderilor pentru calculul mediei ponderate ; 


— cînd măsurătorile noastre ponderate provin numai din măsurători directe, toate 
avind aceeași precizie (ca fiind făcute cu același aparat si în aceleași condiţii), fiind insă 
impártite pe grupe, avînd fiecare un număr diferit de măsurători, ponderile sint dale de 
numărul de măsurători concrete din fiecare grupă, abstracție fácindu-se bineinteles, de vreo 
constantă de proportionalitate ; 

— cind nu avem cazul precedent, dar se cunosc erorile medii pătratice ale diverselor 
grupe de măsurători M;, erori care se indică in mod generic cu m;, ponderile corespon- 
dente p; se vor lua invers proporțional cu pătratele erorilor medii respective p; + —2 

mi 

Constanta de proportionalitate se poate lua unitatea sau 10", cu exponentul n astfel 
ales ca ponderile sá rezulte numere cu zero sau o singurá cifrá semnificativá la partea 
întreagă, partea zecimală avind 2—3 cifre. 

Cind în particular constanta de proportionalitate se va lua c.m.m.c. (cel mai mie multiplu 
comun) al numitorilor ms Bis 42. m?, ponderile p; vor rezulta in consecintá toate 
numere intregi ; 

— in fine, ponderile necesare calculului mediei ponderate se mai pot determina si in 
mod relativ, fatà de una din ele, care se ia ca unitate, presupunindu-se cá se cunosc erorile 
medii corespunzátoare. De exemplu, in cazul a n medii, considerindu-se numai douá din 
ele, erorile medii respective fiind m, si m;, iar ponderile p,, care se ia ca unitate și pj 
necunoscutá, pentru determinarea ponderei p; se obtine : 


2 
Di mi 
Pi 

$i luînd p, = 1, rezultă: 
2 2 
mn m, uN 

Pi > = . 

m; m; | 


2.2.1.4. Calculul practic in tabel al mediei ponderate cu ajulorul valorii apropiate. in 
practicá, calculul mediei ponderate indicate de formula (111.54) se usureazá dacá pentru 
ralorile Mj, Mo, ..., M, se consideră o valoare apropiată Mg mai mică decit toate, eventual 
CER. : i , ' . A 
rotunjită, si plusurile care rezultă, Mi, M2, ..., Mn. Usurarea va consta în aceea cá 
toate calculele se vor face cu numere mai mici (v. tabelul 111.6). 
Astfel, se poate scrie: 


si 


3 + 


din fiecare 


Calculele se dispun într-un tabel ca în aplicaţia 8. 


Calculul mediei ponderate 


y Ip. M7]. 
[p] 


inlocuind in formula (111.54) a mediei ponderate rezultă : 


Aplicația S. Să se deducă lungimea medie a unei baze de mierotrianzulatie de precizie 
rupe de măsurători cu valorile medii parțiale ale grupelor M,, Ma, M; si erorile medii respective My, Ma, Mg- 


m 


(111.55) 


asupra căreia se posedă 


Se scriu valorile M}, Ma, My în coloana 2 din tabelul 111.5 si erorile m, ma, my, in mm, ale măsurătorilor 
grupă, în coloana 3. 


Tabelul IIIL.5 


] i 
A os | , 
| Nr. E ns mi | Mi m2 | Di | pa! | Calcule | 
e Mas mm | mm | | | | | 
y ——|— RR 
1 2 3 zx | 5 aet gw] 8 | 
% | | 
; ; | ^ 649 n 
1 325,481 +8 | 1 | 604-2" 9 | - = VS.mm 
| | | 89 


M 


0 


Mec 


2.2.2.1 


relațiile : 


325,480 


erorile diferitelor măsurători M 


exemplu, vor rezulta numere intregi. Pentru aceas 
mic multiplu comun al numitorilor şi anume : 576 = 


In partea de jos a coloanei se operează [p] = 
a coloanei se operează suma [pM'] = 649. 


lia aritmetică ponderatá M = 325,4873 m. 


M = M, + 7,3 mm 
M = 325,4873 m 


Considerindu-se ca valoare apropiati M, = 325,48 m, plusurile care rezultă My » in mm, se scriu in coloana 4 


2 
Formindu-se pătratele erorilor m; în coloana 5, se vor lua ponderile Pi invers proportional cu mi asa că, de 


numărătorul comun al ponderilor se va considera cel mai 
26 x 32. Ponderile care rezultă le seriem in coloana 6, iar 


, z 
89. În coloana 7 se calculează produsele »;M; , lar în partea de jos 


2. Precizia măsurătorilor directe ponderate. Ponderea inversă a funcției 


Restul de calcule pentru aplicarea formulei (III. 55) se executá in ultima coloaná 8. 


Proprietăţile erorilor măsurătorilor porderate. Însemnind cu vj, v, +++» Uns 
p Mo, «++, My, faţă de media ponderatá M, definite prin 


(III.56) 
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— 


se cautá citeva proprietáti ale lor care vor ajuta la determinarea preciziei măsurătorilor 2.2.2.5. Eroarea medie pălratică m a mediei ponderate. Cu relaţia următoare se obţine : 
directe ponderate prin deducerea unor formule de calcul pentru eroarea y. a unităţii de 


pondere și pentru eroarea m a mediei ponderate. 


u | | 
Le. (III.63) 
Vtp] 


m = 


1) Suma [pv] — 0. CULT 


2) Suma [pv?] este minimá. (U.S 


2.2.2.6. Calculul practic in tabel al preciziei în măsurătorile directe ponderate. Acest 
calcul se execută pe un tabel (tabelul 111.6) de forma celui dat la $$ 2.2.1.4. 


2.2.2.2. Reducerea erorilor ponderate la erori ale măsurătorilor directe de aceeași precizie, 
Erorile ponderate Vis Day . . -> Uy, trebuie să se reducă la erori ale măsurătorilor de aceeași 
precizie Vi, Vo, ..., Va. | 


Aplicația 9. Să se deducă valoarea medie si precizia pentru un unghi orizontal măsurat in mai multe grupe 
de măsurători, avindu-se valorile medii parţiale ale fiecărei grupe şi numărul de măsurători respective si 


i : * eX 1 X r us | anume : 
MN iios rie aaepe Vi să satisfacă relaţia cunoscută de la cazul măsură- | — grupa 1 de măsurători: 6417'06, din 4 valori: 
ý — grupa 2 de măsurători : 64%17'10”, din 20 valori ; 
2 — grupa 3 de măsurători : 84%17'08”, din 16 valori; 
[V2] = min. „A | — grupa 4 de măsurători: 6417/16", din 8 valori; | 


- grupa 5 de măsurători: 64%17'13”, din 8 valori; | | 


grupa 6 de măsurători: 64717'09"', din 24 valori. 


Dar întrucît erorile w; satisfac relaţia : 


Se trec mediile parţiale M; de mai inainte în tabelul 111.6 în coloana a 2-a. 


partea de jos a coloanei a 2-a se trece valoarea apropiată My, care s-a luat ca cea mai mică dintre valorile 
M.ti 1;2;...;0)8i anume: M, = 64%17' 06”. 


[po] = pav? + pav? + ... + Pnv? = minim, Ml 
> * 


In coloana 3 se trec plusurile M; (i = 1; 2;...; 6) calculate in raport de valoarea My arătată anterior si 
exprimatá numai prin partea de secunde, restul, adicá gradele si minutele, ráminind neschimbate. 


:se observă că trebuie să se facă următoarele exprimări ale erorilor V; în funcţie de erorile 


d In coloana 4 se înscriu ponderile p, care se iau proporționale cu numărul de măsurători n din fiecare sir 
ponderate »;: n 
8i anume p —, Cifra 4 fiind c.m.m.d.c. al lor. 
, — b 4 
Y il pivi Ş MS pP. (111.59) "A În felul acesta, practic si concret, unitatea de pondere considerată p.* se va referi la eroarea pătratică medie 


a ur up de 4 măsurători si pentru a avea pe p. referit la o singură măsurătoare trebuie să se înmulțească prin 
V4, adică y = u* Va = 2u*. 

In partea de jos a coloanei 4 se scrie suma [p], care rezultá din insumarea pe coloaná si care ya fi necesará 
la calculul mediei ponderate. 

În coloana 5 se seriu produsele duble p;Mj. obţinute din înmulţirea coloanelor 3 și 4; se face însumarea pe 


coloană sl suma [pM”] se scrie în partea de jos a coloanei, fiind necesară tot pentru calculul mediei ponderate. | 
Calculul mediei ponderate se efectuează in ultima coloană, 10, obtinindu-se M —64? 17 10%, | 


2.2.2.3. Eroarea medie pătratică ua unității de pondere. Aceasta se calculează cu relaţia : 


a IT. (111.60) 


In coloana 6 se scriu erorile ponderate Vi Obtinute prin scáderea algebricá din fiecafre M; pe M, numai 
relativ la parte 


à de secunde. 


unde n este numărul măsurătorilor. 


În coloana 7 se scriu produsele duble p, v 


i" obtinute din inmultirea coloanelor 4 si 6 si fácindu-se suma [pv] ; 


in partea de jos a coloanei se verificá cá este zero (sau cind se lucreazá cu numere care au si parte zecimalá, 
1... 4 unități ale ultimei cifre zecimale). 
În co 


2.2.2.4. Relaţia de control a calculului sumei [pv?]. Calculul precis al sumei [pv?] fiind | 
de o deosebită importanță pentru deducerea erorii unității de pondere u este necesar A 1 


ina $ se scriu produsele Pi v2, obținute din înmulţirea coloanelor 7 si 6 si insumindu-se pe coloană 
fi calculatá independent in mai multe moduri si anume : 


rezultă suma [pr]*. 


In cok 


ana 9 se scriu produsele Di viMi , obţinute din înmulţirea coloanelor 7 si 3 şi insumindu-se pe coloană ; 
in mod algebric se obţine suma [pvM”] care va controla suma [pv °] din partea de jos a coloanei 8, găsită anterior. 
Restul de calcule se fac in coloana 10 si anume : 


[pv?] = [pvM]. (111.61) 


- eroarea unităţii de pondere ,* pentru un grup de 4 măsurători se calculează cu formula (IIT. 60), găsindu-se 


Dis 13 


Relaţia de control, găsită pentru suma [p»?] in relaţia (111.61), este valabilă si in — 
cazul practic al calculului mediei ponderate cu ajutorul unei valori apropiate a acesteia — 
Mo şi al plusurilor Mi(i = 1;2;.., ; n) care a fost dat anterior la $$ 2.2.1.4. 

În acest caz relaţia este : A 


astfel, rezultă ņ referitor la o singură valoare a măsurătorii prin înmulţire cu Va gi anume u = 10”, 2; 
eroarea medie m a mediei ponderate se calculează eu formula [(111.63), găsindu-se egală cu + 17, 1* 
rezultatul final al măsurătorii ponderate este : 


64^ — 17' — 10% +1”, 1. 


[pv?] = [po M']. (111.62) 
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o II ESEIST A TIPI m nd Sx de M T : . Inversa ponderii unei funcţii de mărimi măsurate. Caz ul funcției generale. În 
_ ei | . 
m E jor = | gene pr se notează prin: 
| OX e: zi | 
| H r r 
Ar mes at fX aa vs e a XO) = 0 
= S | e II | | i 
- r + o | 
A + o | o funcţie oarecare de mărimi măsurate : 
um E j li - = | < 
3 ` 1 | xt | 
i o © 9 [Piu H -H L^ J 
: i) © a m | I E 
E S ll 1 - qp "i | D ob c. dv 
~ N Ka ` 
EA ll e 
—— us — i 53 S En dá . . 
Da i9. " TELLS y | ponderea ei p; fiind definitá prin relaţia : 
e ee » df 5 
db MP D AS | of Y ai of Y a op Y 1 
~Œ - * * I — | 1 
o cuo YR | e | —|—+ -|— tec y Lo | 
395 ge. rază A a p 9Xi]o Pı 0X2Jo Pa 0X. Jo. Pa | 
Y o e oo em j ; 
T m a AA c N RI n 2 
- “e o o | - bd — ial ex Of 1 |J 
N n > Pr | ros 2 = " mg (111.64) | 
3 P | T 1 | a i - |] 
ES R | Ng L 1 ôXi o Pi 
= — — — — —— — 
= SE că Dau AU II is m Ă a | 
= e | 3.4 ds 5 $ MET | 
Es ac Sre IX x uc ans pa adică inversa ponderii unei funcții de mărimi măsurate este egală cu suma produselor dintre | 
sm E d- | > | 
Ya 2 : B pátratele derivatelor funcţiei prin inversele ponderilor mărimilor. 
LÀ 
E E | T 553 us PEE " ns : = y »" 
E S M as ado” T e 8. Inversarea ponderii funcției particulare sub formă de sumă algebrică. sau | 
E a y i T 2 diferență | 
EM = r: J | | a. Funcție particulară sub formă de sumă algebrică. Cind | 
z za le iaces T T ds T | 94 ] funcția f(2,,25,...,v,) se prezintă sub formă de sumă algebrică : | 
3 | | | | 
E E Hee e - | ; | 
= | | i Ha 39, +», t4) = E Da d Das sees E Eno | 
-— - o. S 
= "i v ces "^ a A ob A MÁS À 
E ES | e A +. n eo. crees | pentru derivatele parţiale se obţine : 
T | | [^ |! 
= | ) 7 
e T" NEIN RT SS s a] of "T E of — L1 
| | GEA GE Oz, i 
Ed 5- ~ | 
T » ulia Po plaut de ot | şi formula (111.64) devine | 
= $ T A qe PT T | 
d di + —À —| 1 ALL AU 1 
| E^ He a ARATRO IR MUR Pi fue e (111.65) 
E VACCA es 4 Pj p Pa Da p 
á e e = 
= zi e M1 : 
vp | ` ^ i] Aplicația 10. Int i ă iuri şi izi ii 
| P 5 HH Api - într-un triunghi, măsurindu-se numai două unghiuri cu aceeaşi precizie, căreia ii corespunde 
| | onderes sea 
| b» 2. | I | ponderea p = 1, să se deducá ponderea celui de al treilea unghi, aflat prin diferență "la 2005, 
DN) (ali: e gà | e $ | 
" Il | Astfel, trebuie să g> deducă ponderea unghiului A, definit prin funcţia : 
EE = C" AN e + 10 o o > | 
à = s Az = 200 — A, — Az. 
21 — c, 999 
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— 


Aplicindu-se formula (111.65) se obţine: 


1 1 1 
a as O LL 
T3 Pı Pa 


Cind pı = p, = 1, rezultă: 


: 1 
— = 28i deci pj = — = 0,5, 
P3 2 


adică ponderea unghiului nemásural este jumătate față de aceea a unghiurilor măsurate, eroarea respectivă am- 
plificindu-se cu V? 22 1,41 ori. 


De aceea, în măsurătorile de precizie, se preferă ca să se măsoare toate cele trei unghiuri ale triunghiului. 


b Funcție particulară sub formă de diferenţă algebrică, 
În cazul particular al unei diferențe, din relația (111,65) rezultă : 


SC TAN s EL Ten (111.66) 
p Pa P2 


Aplicația 11. Stiind că un unghi se obtine prin diferența valorilor a două direcții măsurate, de exemplu cu 
aceeasi precizie, se cere să se determine ponderea unghiului față de ponderea direcției luată ca unitate gi invers. 

Pentru unghiul u rezultă u = c, — pı, unde qs, p, Bİnt direcţiile observate. 

Notindu-se prin Pa ponderea directiei gi prin P, ponderea unghiului si aplicind formula (IIJ. 66) se obţine : 


1 2 
A A a el 3 =2 
; pentru LN 1, rezultá Pa > 2. 


Py Pa [i 


2.2,2.9. Probleme geodezo-topografice tratate prin aplicarea măsurătorilor directe pon- 
derale. Fără a intra în tratárile de detaliu respective, care se găsesc în diverse lucrări de 
„Teoria erorilor”, ,,T'opografie" sau ,, Geodezie” [1, 2, 3, 4 si 10], se menţionează numai 
unele din problemele geodezo-topografice care pot fi tratate prin aplicarea măsurătorilor 
directe ponderate : 

— cota medie in nivelmentul trigonometric geodezic multiplu prin luarea ponderilor ; 


— cota medie a unui punct nodal de drumuri de nivelment geometric cu niveluri nor- 
male, prin luarea ponderilor : 


P + —y 
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unde n este fie numárul de niveluri normale a fiecárei drumuiri, fie numárul de kilometri 
in fiecare lungime de drumurire respectivá. Dupá calculul cotei medii a punctului nodal 
trebuie sá se compenseze si drumuirile nivelitice respective, considerate drumuiri 
sprijinite. 


2.2.3. Másuritori directe cu earaeter special 


2.9.3.1. Siruri de másurátori duble 


Sir de másurátori duble de precizii egale. Acestea rezultá 
in cazul másurárii de un numár par de ori, a mai multor márimi, cu acelasi instrument si 
în acelaşi mod. Se poate admite in acest caz că perechile de măsurători sint efectuate 
toate cu aceeași precizie. 

În practică, se subliniază că se poate trata ca șir de măsurători duble și șirul în care 
fiecare din măsurători este făcută nu de două ori, ci de patru sau de opt ori, grupind pe 
perechi în mod just numărul de măsurători efectuate. 

1°. Eroarea medie pălratică totală a unei măsurători simple. Eroarea medie pătratică m 
a unei singure măsurători simple din șirul de măsurători duble este: 


Tzi 
m= d [ JH (111.67 

2n 
in care d; — Mi — M; , unde Mi si Mi sint valori ale sirului de másurátori duble. 


Aceastá formulá exprimá eroarea medie pátraticá totalá m, influentatá atit de erorile 
intimplátoare ale másurátorilor efectuate, cit si de erorile sistematice reziduale. 

Dacá se compará formula dedusá (111.67) cu formula clasicá cunoscutá din $$ 2.1.3.2, 
se poate spune cá aceasta poate sá dea pentru eroarea medie pátraticá totalá m o valoare 
sensibil mai mică, datorită faptului că diferenţele d}, dy, ... d, ale perechilor de măsură- 
tori pot fi uneori foarte mici și anume la măsurătorile de mare precizie. 


2°, Eroarea medie pátraticá parțială a unei simple măsurători. Se va obţine întîi această 
eroare inițială datorită numai influenţei erorilor intimplátoare, căutînd să se înlăture 
influența erorilor sistematice reziduale. 

Astfel, pentru un număr n de măsurători duble, suficient de mare, dacă se consideră 
suma algebrică a diferenţelor d}, da, ..., dy. : 


[d] =d,+da+...+d,; 


intrucit ea reprezintă atit suma erorilor întimplătoare, cît și a celor sistematice reziduale 
se poate afirma, în general, că ea este diterită de zero. Aceasta deoarece se știe că suma [d] 
ar îi nulă numai relativ la erorile întimplătoare, care se compensează. 

' În asemenea situaţie, suma [d] poate servi chiar la definirea unei valori medii a ero- 
rilor sistematice d, prin relaţia : 


de = 
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Noile diferente Ad; care se pot forma între fiecare din vechile diferente d,, da, ... dn 
si mărimea dy: Ă 


Ad, = d, — do; Ad, = d, — de; ... ; Ad, = d, — do, 


datorită numai influenţei erorilor intimplátoare, se pot considera ca erori intimplátoare 
ale mărimilor d}, dy, ..., du. 

In consecintá, aplicindu-se cunoscuta formulá de la másurátorile directe de aceeasi 
precizie, se va avea pentru eroarea medie pátraticá parţială m, a unei singure másurátor 
duble, în funcţie de erorile intimplátoare Ad; : 


pus e pas. 


/n-—1 


Trecindu-se ín acest caz la eroarea medie pátraticá partialá m; a unei singure másurá- 
tori din sirul de másurátori duble de precizii egale, se obtine : 


si inlocuind pe mj cu expresia gásitá anterior, rezultá : 
2 
TS AAN, (111.68) 
2(n — 1) 


Formula (111.68) exprimă eroarea medie pătratică parţială m; a unei singure másurá- 
tori căutate din șirul de măsurători duble de precizii egale, datorită numai erorilor 
în timplătoare, cu înlăturarea influenței erorilor sistematice reziduale. 

Intrebuintind cunoscuta relaţie de legătură între eroarea pătratică totală m dată de 
formula (111.67), eroarea medie pátraticá m; din egalitatea (111.68), datorită influenţei 


numai a erorilor întimplătoare și eroarea medie pătratică m,, datorită numai influenţei 
erorilor sistematice reziduale, anume : 


m? = m? + m?, 
* 8 


se deduce pentru eroarea parțială m, formula care se întrebuinţează in practică : 


mg = + [rè — m? (111.69) 
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let 


Aplicația 12. Să se determine erorile medii pătratice ale unei singure măsurători m, m; sim, din următorul 


ir de măsurători duble de precizii egale format din şase măsurători duble ale unor lungimi care formează laturile 
Ei árumuiri planimetrice de precizie. Datele sint înscrise in tabelul III. 7. 


P r, 
în coloana 4 se scriu diferențele d; = Mi — Mi „iar in partea de jos a coloanei [d] = — 24 cm. 


2 
în coloana 5 se formează pátratele d;, iar în partea de jos a coloanei (d*] = 238 cm. 
loană 8 se formează cantitatea dy — — 4 cm. 

6 se formează noile diferențe Ad; = di - do, in em, lar in partea de jos a coloanei se face suma 

: verifice [Ad] = 0. 

„a 7 se formează pátratele noilor diferente (A), iar în partea de jos a coloanei se face guma lor 

(Ad = 142. E A P xls 3 
ana 8 sub calculul lui dy, se calculează erorile m, m; si mg aplicindu-se formulele (111.68) si (111.69) 


si se obține: 
m = +4,46 cm; m; = + 3,77 em; m, = + 2,40 cm. 


Tabelul 111.7 


Caleulul erorilor m si m; pentru un sir de măsurători duble de egală precizie 


pp | | | 
| ae M, | M | 4 d | ^4 |(A "1 Calcule 
| | m | cm | cm | em | 
A A ———— — — | - 
bai | uA PME 4 UA M 7 | 8 | 
m SE 
| [ 
162,5 | 54 —9 |! 81 —5 25 [d] 24 
| a | 162215 |: 289 ] S P8 T d 0 M mmm m 4,90 em 
| > | | n 6 | 
| | ua us E | 
^o] ad MS A 4 [ie 28 | 
n 8 | 164,77 | 73 +4 | 16 +8 64 m + 2n | 42 | 
| = 44,46 cm 
l | ————— 
| | Ad 2 
| à 162,59 | 69 —10| 100 —6| 36 | m= pen = 
| | 2(n —1) 
| , 1142 
X 166,58 | 62 | —4| 16 0 0 = +R = sm cm 
| — Ó | 
6 | 164,09 9 0| 0 44| 16 |m = + lm — mi = 
NS - | —24 | 238 0 |142 | = + [5,81 = + 2,40 cm 


b. Sir de măsurători duble de precizii diferite. În practică 
există asemenea măsurători de exemplu în cazul unei drumuiri de nivelment geometric 
dublu, cuprinzind mai multe tronsoane cu număr diferit de niveleuri normale, adică tron- 
Soane de lungimi diferite. 


) Lutnd ponderile invers proporţionale cu numărul n de niveleuri normale, sau de kilo- 
netri 


ale lungimilor sectiunilor respective : 


1 
P =- — 3» 
n 
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——á 


va rezulta cá sirul de másurátori duble ale diverselor tronsoane ale drumuirii de nivelement 
dublu considerate, este de precizii diferite. 


Eroarea medie pátraticá totalá m4 a unei singure másurátori din sirul de másurátori 
duble de precizii neegale considerate, va fi: 


m, = TE UNS, 


2n 


unde márimile noi care se introduc p; sint ponderile fiecárei perechi de márimi másurate 
, m y 
Mi, Mi , care se vor lua in mod adecvat, dupá cum se va vedea in continuare. 


Introducind si mărimea sọ, analogă cu dọ, de la șirul de măsurători de precizii egale, 
prin relatia : 


By ma E (111.70) 


și de asemenea mărimile Ad; date de: 


ed 


Ad, = d, — $5, ..., Ad 


n n — So» 


pentru formula erorii medii pătratice parţiale mi, datorită numai influenței erorilor in- 
timplátoare se va obţine : 


AA 
2(n — 1) 


mi = + y (111.71) 


Tn continuare, se va putea calcula și eroarea medie pătratică m? datoritá numai ero- 
rilor sistematice reziduale, aplicind o formulá analogá cu relatia (III.69). 


Aplicația 13. Sú se determine erorile unităţii de pondere mq. mi, mă din următorul eir de măsurători 


duble de precizii diferite, format din 5 tronsoane, cu număr diferit de staţii normale ale unei drumuiri de ni- 
velment geometric dublu. Datele sint cuprinse în tabelul III. 8 in coloanele 1 si 3. 


În coloana 4 se scriu ponderile măsurătorilor P¿» calculate cu formula : 
100 
n 


unde se ia ca unitate 100 de staţii, obtintndu-se : 


100 
P, = = 20 etc. 
5 


In coloana 5 se scriu pütratele diferentelor dida... d iar în colona 6 produsele pd*, rezultate din inmul- 
tirea numerelor din coloana [pd*] = 896. 
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a 


Tabelul IIS 


Calculul erorilor unităţii de pondere mg, mi, m ale unui sir de măsurători duble 
de preeizii diferite 


| | Dife- | 5 | | Eroarea| Ad, 
| Nr renta | rul de P; a? a lar $ (Ad)? | p. : | 
jor n - p, dí [sistema-|g _ ) (Ad Calcul | 
e d, xam | E îi i i | $6 | tica ae (d — 89) i alcule 
11 2 | 3 4 NE 7 8 o | 1 X 11 
iis | | | | ] ] 
| 1 $| 5 280] 9rd E A E EE O Ls 
m, = == 
E | | | | [a = + | 2n 
la 1| 10 |10 | 16 | 160| —2| —2 | 
| | 0 | | 160 | | 4 40 A Es yi 
| | | | mid dre 
| | | 
4 | » | | = + 9,4 mm 
| 3 | 6 | 20 5 | 36 | 180 | —5| —1, 1 | 5 
| | | | art TEM 
| | | " 9 
| 5| E 1 D | JEn Paya _ 
t| 12 40 [25 | 144] 360| —9| —3| 9 | 22 m= | 2n—1) 
| | 
| pri | 
| | | | ! | MSN 403 TM | 
" | por | MUN A ag a OA | 
L5] 2 PR 4 | 4, 46 —6 8 | 64 256 
| | | = + 7,1 mm | 
| | | 2 OON, i | | 
X| —23| 100 Voy! we | 896 | — 0| — |403 |m, — + 5,5 mm 


[d] 23 
H — = = —— = — 0,23 
"n 100 
va rezulta pentru părțile de erori sistematice 8i n; si rotunjite, in mm : 
81 = —5x 0,23 = — 1; Sa = — 10 x 023 = — 2 eto.; 


valori care se geriu in coloana 7. 
În coloana 8 se formează noile diferente Ad = d — sg obținute din scăderea coloanelor 2 si 7, între ele. 


In coloana 9 se formează pátratele diferențelor Ad, iar în coloana 10 produsele p(Ad)*; in partea de jos 
coloanei se calculeazá suma p(Ad)* — 403. 


In coloana 11, calcule, pentru eroarea unitátii de pondere pentru 100 de statii se deduce m= +9,4 mm, 
lr pentru o singură stație : 


ES. 9,4 
M, = X ——— = 0,94 mm 


a V100 


*i aceasta 


cind influențează atit erorile intimplátoare, cit gi cele sistematice reziduale. 
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În cazul în care influențează numai erorile Intimplátoare, pentru eroarea unităţii de pondere se deduce 
4 


din coloana 11, pentru 100 de statii, cá este + 7,1 mm, lar pentru o singurá statie : 


7,1 


mi = + = + 0,71 mm. 


100 
Pentru eroarea parțială medie pătratică sistematică pe un niveleu, rezultă : 


(mă) = 0,942 — 0,712 = 0,2995; mi = + 0,55 mm. 


Tn continuare, considerind cá sint 10 niveleuri normale pe un kilometru, rezultă pentru eroarea parțială 


medie pătratică sistematică pe kilometru: 
pp /km = 0,55 VIO = 1,7 mm/km. 
2.2.4. Măsurători directe combinate cu indirecte, tratate prin măsurători directe 


ponderate 


2.2.4.1. Generalităţi. În practică există adesea cazuri în care măsurătorile directe se 
combină cu măsurătorile indirecte și interesează aici să evidentiem cum se pot trata 


asemenea măsurători combinate în unele cazuri (cînd măsurătorile directe sint de aceeaşi — 


precizie), prin reducerea lor la măsurători directe ponderate. Pentru aceasta, important va 
fi să se găsească ponderile măsurătorilor directe în funcţie de cele ale măsurătorilor in- 
directe sau invers. 


2.2.4.2. Calculul compensării în stație a unghiurilor orizontale măsurale cu aceeaşi pre- 

cizie prin procedeul Schreiber. Se consideră problema din geodezie a compensării în staţie 

a unghiurilor orizontale măsurate toate cu 

A B aceeași precizie, prin metoda Schreiber sau 
metoda combinațiilor binare. 


4 puncte vizate A, B, C, D din punctul de, 
staţie S (fig. 111.12). Unghiurile care se măsoară 
generic 1, 2, 3 etc. în număr de: 


Nix 


si se noteazá valorile medii másurate prin : 
(1) = (A — B); 
(2) = (A — €); 
(3) = (4 — D); 


(4) = (B — €) 
(5) = (B — D) 
(6) 2 (GC — Dy 


Fig. 111.12. Compensarea in stafie a 
unghiurilor másurate prin procedeul 
Schreiber, prin reducerea la másurá- 


ten ponderate. Insemnind prin [4], [2] etc. valorile pros 


babile ale unghiurilor corespunzátoare $i de- 
oarece sint numai 3 unghiuri independente de exemplu [1] = x, [4] = y si [6] = 2 $ 
observă pentru fiecare din unghiurile independente cá se poate avea in afară de o valoare 
directă și două valori indirecte. 


Prin simplitate se consideră cazul numai a 


Y 


V 


H 
|] 


| 
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De exemplu, pentru unghiul, [1] = A — B, în afară de valoarea din măsurătoarea 
directă (1) = (4 — B) se obţin următoarele două valori deduse indirect : 


0)-2()-—(2; (5 =(3) — (5). 


valorile din măsurătorile directe (1), (4) etc. nu pot fi însă considerate de aceeași pon- 
dere ca cele din măsurătorile indirecte (1^), (1), (4^), (4") etc. 
Exprimind in mod generic relaţiile (1^) = (2) — (4) ete., prin ; 


(1) = (di) — (dj) = f(di, dj), 


unde s-a pus in evidentá cá o másurátoare indirectá se exprimá ca o functie sub formá de 
diferență (sumă algebrică) de două măsurători directe si notindu-se prin pg aceeaşi pon- 
dere a măsurătorilor directe și prin p; ponderea măsurătorii indirecte corespunzătoare 
şi aplicind formula ponderii inverse se obţine : 


și luind de exemplu ponderea măsurătorii indirecte p; = 1, rezultă ponderea corespunză- 
toare a măsurătorilor directe p; = 2 p; = 2. 

Pentru a se afla valorile medii cele mai probabile ale celor 3 unghiuri independente 
[1]. [4] si [6] aplicind cunoscuta formulă a mediei ponderate se deduc : 


X1) + (9) — (0) + D — 05) 
4 


B 


= e Ie 


2(2) + 4(2) — (DF + (0) — (9) 
4 


y = (= 


(111.72) 


28) + ((5) — (0) + 4G) — (2 
4 


n 


3 [6] 


Adică, în general, în cazul a n direcții se ia valoarea din másurátoarea directă de două ori, 
la ea se adună simplu valorile din măsurătorile indirecte în număr de n—2 şi totul se tm- 
Parte la numărul de direcţii n. 

Precizia urmează să se calculeze cu formulele cunoscute de la măsurătorile directe 
Ponderate care dau eroarea unității de pondere y și eroarea m a mediei ponderate. 
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3. MĂSURĂTORI INDIRECTE 


3.1. TEORIA GENERALĂ 


3.1.1. Sistemul funetiilor generale de mărimile de determinat. Pentru tratarea de 
principiu, se consideră cazul cel mai general al măsurătorilor indirecte, cînd trebuie 
să se determine n mărimi necunoscute X,, Xə ..., Xy, legate de alte m mărimi cunos- 
cute care se măsoară direct A}, Az, ..., Am prin una sau mai multe funcții implicite, 
care în total, se iau de r ori (fig. 111.13): 


| hp oo 0 > Ani Ar Ao ++.» Am) = 0 
| fs MM PISO UAR ema aene (111.73) 
| f e =0 


Dacă în ecuațiile matematice de bază (111.73) se substituie în locul mărimilor teoretice 
Aj, Ao» -- «Am» Valorile rezultate din măsurătorile directe Ay, As. ...,Am, afectate 


de erori inerente, aceste ecuații nu vor mai putea fi satisfăcute cu zero in membrul II, - 


ci vor fi egale cu niște erori reziduale mici v4, Da, .. 
Astfel vor rezulta ecuațiile erorilor : 


MATURE 


+ 


PX, Kay >> o, An) Aj ; À2 , Mor cd ) = 0 


Te C 


IS. e A1 şi vx 2 > SL SA = Va (111.74) 


A (e al ce E ca det ulei O n 


.)=0D, 


Din aceste r relatii (111.74) trebuie sá se determine valorile celor n necunoscute Xy» 
AX, ++ +, Xp, dar totodată și valorile noilor necunoscute v4, Da, ... v,, in număr de r, deci 
în total n + r necunoscute. 

Se poate face o discutie si anume : 

— dacă avem r < n, adică relaţii mai puţine dectt mărimile necunoscute X;, chiar 
dacă am face abstracţie de erorile fiecărei relaţii v,, Va, ..., Vp, care se consideră ca egale 
cu zero, problema este imposibilă, adică nu s-ar putea rezolva, atit atunci cînd funcţiile 
fis fas » + +» fr ar fi liniare în necunoscutele X;, X, ..., Xn, cit si atunci cînd unele din «le ar 
fi de ordin superior ; 

— dacá r — n, adicá numárul de relatii r egal cu numárul n de márimi necunoscute 
Xj, fácindu-se abstracţie de erorile v,, Ds, . 
deci tot atitea ecuaţii cite necunoscute si atunci cînd funcţiile f,, f;,..., fp ar fi liniare, 


+. «y Vp, se obţin n ecuații cu n necunoscute; | H 


problema ar putea sá fie rezolvatá cind determinantul sistemului este diferit de zero si A | 
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se vor obţine soluţii bine determinate. Această rezolvare însă nu ar fi justă, căci ea nu ar 
tine seama de existenţa erorilor ecuaţiilor (111.74) v,, v,,..., v,, care au valori diferite 
de zero; 

— dacá in fine, r > n, deci relatii r in numár supraabundent fatá de necunoscutele 
XX Xn, dar considerindu-se $i necunoscutele 7, , 7,,. .., Vp, atunci se obţin din 
ecuaţiile (111.74) r ecuaţii cu r + n necunoscute si problema ar părea matematic ca 
nedeterminală. 

În cazul în care r > n, problema devine determinată, dacă se propune să se găsească 
valorile cele mai probabile ale erorilor necunoscute D,, Vz,..., Vp, adică valorile care 
fac minimă suma pătratelor acestor erori : 


[7] = minim. (111.75) 


Sau, în cazul măsurătorilor ponderate: 


[pv?] = minim. (111.76) 


3.1.1.1. Introducerea valorilor apropiate și a corec[iilor si liniarizarea funcțiilor neli- 
niare. În practică este necesar să se determine niște valori apropiate aproximative 
pentru necunoscutele X,, X,,..., Xn, fie din măsurători făcute anterior, fie deduse 
într-un alt mod oarecare, ca de exemplu rezolvindu-se primele n ecuaţii din ecuaţiile 
(111.74), (ca să fie mai simplu), cu membrii II nuti. 

Aceste valori apropiate aproximative se notează prin: 


0 0 „0 
qa Xa ae Xa 


Se 


pun condiţiile ca: 


XQ XB RE Vaud SR a Lx le Ba al, (111.77) 


unde prin z,,2,,..., t, s-au notat niște corectii necunoscute care urmează să se deter- 
: D 7 i e y E) : : 

mine $1 care adáugate la valorile apropiate aproximative .X;, vor da valorile probabile 
ale necunoscutelor X,, X,,..., X4. Aceste corectii Zis Tos.» -s Tp, se pot presupune cá 
sint mici, mai concret destul de mici, astfel ca in dezvoltárile in serie — care vor urma — 
sa se poată neglija puterile lor, incepind cu cele de ordinul II. 

Astfel, in cazul simplu, cind ecuatiile (111.74) sint toate de formá liniará, prin intro- 
ducerea valorilor apropiate aproximative Xi ale necunoscutelor si ale corectiilor z; cu 
relatiile (111.77) ele vor rámine tot de formă liniară : 


0341, d Bis bis p..., E ma Ji ^ =x 


Qatı + Bata ++.) H Tn + Àz = Va 


(111.78) 


Arta F Bx. + 5...» + AyTp + Ar = 0, 
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— 


unde &;, Bis- 
liberi, noi formaţi : 


.,T), Sint vechii coeficienți, iar 44, A2»---, A, termenii 


Y WX E 39. “ete. (111.79) 


Dacá insá ecuatiile (111.74) sint in general, toate sau unele din ele, de ordin superior, 
sau conţin si linii trigonometrice, atunci fácindu-se substitutiile arătate de relatiile(IIT.77) 
si dezvoltindu-se in serie dupá formula Taylor, pentru functii de mai multe variabile cu 
neglijarea puterilor corectiilor 2,, $5....,x,, mai mari ca I-a, se va obține tot un sistem 


liniar si anume: 
f; Of; Mi Y 
ron MIME es e s [25 | PIC 3b [iic aT RICE Ea d =o; — (IIL80) 
o X 0X, OX, 
1/70 2Jo njo 
$i notindu-se : 
"n ] Of; \ Of; j 
a dU C TT ( 85i. Sus is diri o (IIL81) 
oX Jo | 9X5 Jo OXX Je 


B AL eda ec m b (111.82) 
sistemul liniar care se obţine din condiţiile (111,77) se va scrie in aceeași formă ca si în 


cazul simplu al funcțiilor liniare precedente : 


A + bita ... + uta Fh = 0 


Gata + bata + ... kata + D = V3 


(111.83) 
Gps + Dd, To + 


+ htp + le = Dr 


si se numeşte sistemul liniar al ecuaţiilor corectiilor z,, Ta, .. 
sau, mai pe scurt, sistemul de ecualii al erorilor. 


., t, Şi al erorilor 0,, Day» . «Ug 


3.1.2. Ponderile ecuaţiilor liniare ale erorilor si consecinţe. Pentru aceasta, în sistemul 
liniar general (111.83) al ecuaţiilor erorilor, ca si în sistemul corespunzător din cazul 
funcţiilor liniare, coeficienţii aj, bi, ..., Ri şi în special termenii liberi l, sînt funcţii de mă= 
rimile măsurate independent A,, As, .. „Am. 

Deci, erorile valorilor vi, Va ..., Op, din membrii II ai sistemului liniar (111.83) sint 


funcții de mărimile măsurate A}, As, ..., Am: 
v, = DICA. Ag e: Am) 3 i —1;2; PT. (111.84) 
Insemnindu-se : 
m4, Puso m, 1 (111.85) 


(d 
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erorile medii pátratice ale mărimilor măsurate A}, Az, ..., Am, si aplicindu-se cunoscuta 
formulà a pátratului erorii unei functii de márimi independente másurate, pentru erorile 


ecuaţiilor (111.83) mo, m», ..., m, se obtine : 


m, — m, ; m, -—m,»;...;m, (111.86) 


= IM. 
r u 


Adică, eroarea medie a fiecăreia din ecuaţiile erorilor sistemului liniar (111.83) este egală 
cu eroarea medie a termenului liber corespunzător. 

De aici decurg o serie de consecinţe importante si anume : 

1) În ecuaţiile liniare generale ale erorilor (111.83) cu aproximaţie, în general, și ri- 
guros în cazul funcţiilor fj, fas ..., frs liniare coeficienții necunoscutelor ai, bi, ..., hi 
pol fi socotiți ca lipsiţi de erori, fiindcă erorile lor nu apar. 


d 2) Reziduurilor 0,, Day .. .,v,, le corespund erori, și deci ponderi “egale, numai în cazul 
i in care termenii liberi corespunzători au erori egale : ` j 
i Ty TR e ee > "i = Mo. (111.87) 


Astiel, se obţine cazul măsurătorilor indirecte de aceeași precizie. 
3) Reziduurilor v,, Va, ..., Uy, le corespund erori, și deci si ponderi diferite, ori de cite 
termenii liberi corespunzători au precizii diferite. 


ori 


Avem atunci cazul măsurătorilor indirecte ponderate. 

!) Teoretic, se poate reduce cazul măsurătorilor indirecte ponderate, 
indirecte de aceeași precizie, dacă reziduurile v}, Da, ..., v,, din membrul 
liniare ale erorilor sistemului (111.83) se transformă in v’, U5, sey D. 

Pentru aceasta, este necesar sá se înmulțească fiecare-din erorile reziduale ponde- 
rate Vy, Vo ..., Up, cu rădăcina pătrată din ponderea respectivă, ca sá se obţină erorile 
transformate v’, ví + Up Loate de aceeasi precizie. 


la másurátori 
IL al ecuațiilor 
de aceeasi precizie. 


p Va: 


Astfel, ecuaţiile liniare ale erorilor (111.83) devin : 


pm A O e a d 
a, V Pita +... + aul Pita +4 Vp, = Vp =01 


ay V pz, +... ls V paza + la Vo, > [Pava = va (111.88) 


| ar pez, 


$i însemnindu-se prin : 


Fr h, y Pra +] 
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— 


sistemul (111.88) devine : 


At, + Bta + ... + Hin + L = vi, 
Azı + Bala 4o... + Haz, + Lo = vo 


Aum E Bagh E e De 


și reprezintă relaţiile generale indirecte ponderate ale erorilor (111.83), reduse la măsură- 
Lori indirecte de aceeaşi precizie. 

Această reducere la măsurători de aceeași precizie, se va putea face ori de cite ori va 
fi cazul, desi se va vedea ulterior cá în practică se pot trata măsurătorile indirecte ponde- 
rate fără să fie reduse si ca atare se preferă al doilea procedeu, fiindcă se poate observa 
mai bine influența directă a ponderilor în diverse situații. 

5) Rezultă ca foarte importantă o proprietate specifică, că ecuațiile (III.83) nu pot fi 
multiplicate separat una sau mai multe din ele cu vreun factor, ci numai toate ecuațiile 
deodată, căci altfel se modifică ponderile acestor ecuații. De aceea, unii autori le dau de- 
numirea generală de relații și nu aceea de ecuații. 

Astfel, ecuaţiile (relaţiile) erorilor (111.83) din măsurătorile indirecte, fac excepţie 
de la proprietăţile generale matematice obișnuite ale sistemelor clasice de ecuaţii. 


3.1.3. Trecerea teoretică Gauss-Lagrange. de la ecuaţiile erorilor la ecuaţiile 
normale 


3.1.3.1. Măsurători de aceeași precizie. La sistemul (III. 83) de ecuaţii liniare ale erorilor, 
în care se presupune că toate ecuațiile au aceeași pondere se adaugă principiul fundamen- 
tal al metodei celor mai mici pătrate, punindu-se condiția de minimum a sumei pătratelor 
reziduurilor 0,, U5,..., Vp, prin relaţia (III. 83). 

În esenţă, fácindu-se înlocuirile reziduurilor Vi, Va, ..., Ur, în relaţia (III. 75), prin 
expresiile lor (III. 83) va rezulta suma [v?], ca o funcţie de corectiile necunoscute 
May 29.554, Ln, adică: 


2 2 o è 
[0] = vi ovde + V, = Fx, my... Tn). (I11.89) 
Avind pentru suma [o?], o funcţie F de n necunoscute z,, Ya, ..., Ty, pentru a avea 


minimul ei, trebuie ca toate cele n derivate partiale, in raport cu necunoscutele, sá fie 
nule, adicá : 


—0; IA 0; TAUR Ped = 0. (111.90) 
dz, Ox, ôx 


Efectuind cele n derivate parțiale si aplicind matematic derivarea funcției de funcție 
rezultă următoarele condiții de minim : 


0340, + aW + ... + dup, = [av] = 0 
bivi + baba +... + bror = [bv] = 0 


(111.91) 


| hv, + Ayo, +... + Ajo, = [ho] = 0 
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însă au ponderile : 


ôx 


D 


corectiile necunoscute T1, Ta, .. 


0; 


[ab] 2, + [bb] t; +.. 


OF 


GEA 


[aa] x; + [ab] zx, +.. 


t [ah] z, + [bh]xz +... 


at, + bito tF +... 


pi; Pas... Pr 


si conditia de minim relativ la reziduurile Vis Ug, . 


= 0% 


+ [AA] c; 4 


+ Mn 


[p0] = py»? + ... + Pp0? = F(z,, 25,.. 


* y 


EI 


Fd 


dat; + bzta +... + bata + la 


Ap Xy as b,c, -} ... + hota T l, 


ôF 


Ór, 


„+ [ah] za + [al] = 0 


„+ [bh] 2, + [bl] = 0 


[hl] =0. 


.., 0, este : 


[po] = pw? + Pw3 + ... + pj? = minim. 


== 0, 


Luindu-se pe rind fiecare din aceste n condiţii ale sistemului (IIT. 91) si tinind seama 
de sistemul (III. 83) al ecuatiilor liniare ale erorilor, se obtine sistemul de n ecuatii liniare, 
cu tot atitea necunoscute 2,, 25,..., Tp! 


Acest sistem (III. 92) se numește sistemul ecuațiilor normale al corectiilor măsurătorilor 
indirecte considerate, si el rezolvă problema, căci rădăcinile sistemului 2,, z4,..., Ln 
dau valorile cele mai probabile ale corectiilor si acestea introduse in relatiile (III. 77) dau 
valorile cele mai probabile pentru mărimile de determinat X,, X,, .. 

Sistemul (III. 92) al ecuatiilor normale al corectiilor este bine determinat si pentru 
-> Tn, se vor obţine întotdeauna soluţii unice. 


X8. 


3.1.3.2. Măsurători ponderate. În cazul măsurătorilor indirecte de precizii diferite, 
ecuaţiile liniare ale erorilor fiind tot de aceeași formă : 


Făcind în condiţia (III. 94) inlocuirile reziduurilor 0, , 7,,..., v, prin expresiile lor din 
ecuaţiile (III. 93) expresia [pv?] care trebuie să fie minimă, rezultă funcţia F de corectiile 
necunoscute 2,, 25,..., Tn: 


., Tn) = minim. 


Pentru a avea minimul funcţiei F de n variabile Zis 259,..., Tp, trebuie să se anuleze 
toate derivatele ei parţiale, în număr de n, în raport cu toate variabilele, obtinindu-se : 


336 TEORIA ERORILOR MASURATORILOR SI 


Efectuind cele n derivate partiale 
funcţiei de functie rezultă urmátoar 
analoge (III. 91) din cazul másuráto 


ale funcției F(x, Tas: 
ele condiții de minim, 
rilor indirecte, de aceeaşi precizie : 


METODA CELOR MAI MICI PĂTRATE 


- -> Ly) prin aplicarea derivării . 
care generalizează condițiile 


P4240, + Pala... + Prav, = [pav] = 0 


Pabibi + Pababa + ... + p,b,v, = [pbv] = 0 
Pyhyvy + Paligds + ... 


Luind pe rind pe fiecare din aceste n c 


reziduurile 


P3 5 Doba; .. 


[paa] x; + [pab] Ta +... + [pan] za 


[pab] z; 


[pah] x, + [poh] Ya +... + [phh] zy + [phi] = 0 


Sistemul gásit (III. 97) generalize 


másurátorilor indirecte de 
dreptunghiulari prezentind 


flor x,, to,. 
babile pentru r 


715 Ug,. .., V, cu expresiile lor din si 
pe fiecare din ecuatiile (IIL93) pe rind cu p 
+ 3 Prb, ete., se obține: 


aceeași precizie, prin aceea c 


u-se tot sub formă de sumă 
acum, deoarece se înmulțește fiecare 


El reprezintă sistemul ecu 
recte ponderate si are la fel 
cunoscute ti, 15,..., Ln, adie 

Sistemul (111.97) prezintá 
sumá de pátrate si ceilalti coefi 
astfel si determinantul sistemului D difer 
cu solutii unice, bine determinate. 

Odatá rezolvat sistemul (III.97) se vor ob 


+», En Şi acestea introduse in relaţiile 


+ [pbb] v, + 


ază sistemul 


un num 


onditii ale sistemului (III. 
stemul (III.93), adică pr 
1315 P305; ... 


tc [pbn] za + [pbl] = 0 


ár de ecuatii liniare egal cu numár 
á tot atitea ecuatii cite necunoscute sin 
la fel, coeficientii termenilor de pe diag 
cienti simetrici fatá de diagonal 
it de zero si fiind de 


3.1.3.3. Trecerea practicá in tabel, de la ecuaf 
a. Másu 
coeficientilor 
Pentru facilit 
tem de ecuati 


nárimile necunoscute 


ale másuráitoril 


+ Priv, = [pho] = 0 


96) si inlocuind 
actic inmuitind 


* 3 Pra, $i insumind, apoi cu 


[pal] = 0 


(111.97) 


corespunzător (III. 92) din cazul 
ă coeficienţii termenilor pătratici şi 


Gauss, sînt sume de produse triple 
termen cu ponderea respectivă. 


atiilor normale al corectiilor, din cazul m 


üsurátorilor indi- 
ul de corectii ne- 
t de determinat; 
gonala principală 
a principalá egali, avind 
ci intotdeauna rezolvabil 


ține valorile cele mai probabile ale corec- 
(III. 77) vor da valorile cele mai pro- 


(111.96) 


rátori 


tem de r ecuatii cu 3 necunoscute : y 

0,2, + bita + eq, + 4 — v, à 
P 

AY, + bata + Cata + la = Da (ILI.98) $ 


Gr, + Dita + Cata + le 


or indirecte ponderate X, X, 


Il 
S 


[i 


iile erorilor la ecuaţiile normale 


de aceeași precizie, calcul 
si termenilor liberi ai ecuatiilo 


area urmáririi calculelor care 
i de erori, se considerá un sis 


». 112208 


simplu. Calculul 


r normale se poate dispune ca in tabelul ITI. 9. f 
se efectuează in scopul normalizării unui sis- 


Tabelul 111.9 


MĂSURĂTORI 


INDIRECTE 


3: 


e 


zie, cu trei corecfli de determinat) 


ilor normale din eei al ecuaţiilor erorilor, 
ei 


2 anilor liberi al ecuaf 
Deducerea coeficientilor şi termeni à 3 
calcul obişnuit (cazul măsurătorilor indirecte de aceeași pre 


| [lo] 


Cala 0151) Lh | 01 


pu] 


[el] | [co] 


| 


2 


| [bb] | [be] | [bl] | [P], [cc] 


Az | ab; | a565 | Gala | aa bab 


b,c, | yl, | 5,0, Cica 
6; | asa, | ayb, | caca | Gala (940, | 55, | b161 | 0355 | 0,0, 


lh 


[21 


b, 


E |[a] | [5]| [e] | EU Eo] [aa] | [ab] | [ae] | [at] [lao] 


Relatii de control: 


= [Ic] 


- 


[bl] 4 
} [ct] + [4] = [st] 


[al 


+ 
= [cc] 


[bc] + [cc] 


[ct] E 


[ac] 
+ 


[ab] + [bb] + [bc] + 
[bl] = s, = [dc] 


ule 
t 


aa] 4- [ab] 4- [ac] + 
Tt [at] 55; — [a6] 


| [ 


[a] + [b] + [e] + 


+ [1] = s = [c] 
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Sistemul de ecuaţii normale corespunzător sub formă prescurtată este următorul ; 


0 
[bb] za + [bc] xg + [bl] — 0 


ll 


[aa] x, + [ab] Ta + [ac] x} + [al] 


(111.99) 
[cc] x; + [el] = 0 


În tabelul III.9 s-au înscris in coloanele 2 ... 


9, coeficientii ecuatiilor (111.98), 
precum și sumele de control c (coloana 6) și anume: 


a tb tG tl = 6; 
d, + ba + ca + la = Oa 


(111.100) 


Gp b, ++ +1l,= c, 


Y 


Calculele se desfăşoară efectuind succesiv produse 
În partea de jos a tabelului se înscriu sumele termenilor din fiecare coloană. Controalele 
calculelor se pot observa în tabelul III.9. Aceste controale se efectuează la fiecare etapă 


de calcul, sau după obținerea coeficienţilor corespunzători fiecărei ecuaţii a sistemului 
(111.99), care se găsesc calculati în linia X a tabelului III.9. 


b. Măsurători de aceeasi 


le din coloanele 7 ... 20. 


precizie, calcul cumulat. Dispu- 
nerea coeficientilor si termenilor liberi ai ecuatiilor de erori este indicatà in tabelul 111.10. 

Calculul sumelor [aa], [ab], ... [ac] se executá succesiv prin inmultirea elementelor 
din coloana 2 cu corespondentele din fiecare coloaná următoare si însumarea cumulatá la 


masiná a produselor rezultate. Coeficientii astfel calculati se inscriu in partea inferioará 
triunghiulará a tabelului 111.10. 


Odată calculati coeficientii primei ecuatii normale, se trece la calculul coeficientilor 
[bb], [bc], ... [bc] corespunzátori celei de a doua ecuatii. 

Calculele se executá de asemenea cumul 
pártii triunghiulare din tabel. 


Operatiile continuá in mod simil 
determinati. 


at si rezultatele se inscriu in linia a doua a 


ar piná la epuizarea tuturor coeficientilor care trebuie 


Controalele care se efectueazá pe parcursul calculelor sint simil 
$$ 3.1.3.3 si sint indicate in tabelul III.10. 


c. Măsurători ponderate, calcul 
simplitate numai douá variabile, pentru trecere 
ecvaţiilor erorilor si anume : 


are cu cele indicate la 
simplu. Considerind pentru 


a de la coeficientii si termenii liberi ai 


47, b, + l, =v, de pondere pi 


ATi + baxı + lj = v, de pondere Pa 


Gp, + brt, + l, = v, 


de pondere p, 


n 
ee 
h 1 


99 
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Tabelul III.10 


| cumulat la mașină al coeficienţilor si termenilor liberi ai ecuațiilor normale pur 
: A í : i asi TOV d M g a 
ped uatiilor erorilor (cazul măsurătorilor indirecte de aceeaşi precizie, cu 3 corectii 
nk: £i, de determinat) 


] | 1 | o Notatii şi controale 
Ne 1 b D | 
crt. | | | pm | ¿e È | 
(d E MIS mg 4 ine | 6 | 7 | 
1 2 i 
——MÓ———— —— ES TIOS E RA RARAS, I | 


1 b Cy n | [71 d, + bi +e th= 
> [ră : es , Sa | Gb ca tl =o 
s 2 2 - ră 
| | | 
| | 
| I b, 4-6 4- ly =o 
ä b | e | l; | Or ar T Or T Cr r r 
F | r r 


| 


A a] + ...+[]= 
-|tm AA e Elo [feles | (e) fale n 
TET n | | | : 
| | | b] + [ac] + 
[a [aa] | [ab] ' [ac] Y [al] A [ac] rige as A UR 
| LO e— | e— -> 
cs d | E ' 
| | 
| b bb] + [be] + 
l- Rod o fort E pM al OR E 
| ^re rr 
te | | [cc] O | [cl] 0 | [co] | ia 
TE p] +| [lo] fi 
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— 


la cei ai ecuaţiilor normale corespunzătoare, scrise sub formă prescurtată: 


| [paa] x; + [pab] x, + [pal] = 0 


| [pbb] x; + [pbl] = 0 


se generalizează imediat faţă de ceea ce a fost la măsurători indirecte de acee 
$i se poate vedea in tabelul 111.11. Astfel, sumele c sint analoge, date d 


cu (III.100), din cazul măsurătorilor de aceeași precizie şi relaţia lor d 
analoagă : 


asi precizie 
e relaţii analoge 
e control c este 
[a] 4 


[5] + [I] = s; = fe] 


$i se trece in partea de jos a coloanei 6. 


În coloanele 7 ... 10 se trec produsele duble auxiliare pa, pb, pl, po. 

Controlul po al produselor duble de bază D416 
de jos a coloanei 10. 

Urmeazá calculul coeficientilor si termenilor liberi ai ecuatiilor normale, prin produse 


triple, cu calculele de control corespunzátoare, indicate in partea de jos 
17 etc. : 


1» P295,..., PrGr, sint indicate in partea 


a coloanelor 14, 
[paa] + [pab] + [pal] — s, — 
[pab] + [pbb] + [pbi] = sa = [pbo] 
[pal] + [PL] + [pl] = s; = [plo] 


[pac] 


Justificarea acestor calcule de control rezultá dacá inmultim fiecare diu relatiile 
(111.100) respectiv cu pa; pads ,..., pd; ; Pab , Paba ,. 


«+, p;b,; etc. si insumám meni- 
bru cu membru. 


Totodată se obţine cu control și suma [pll] in partea de jos a coloanei 18, care va fi 
necesară ulterior, la calculul preciziei măsurătorilor indirecte ponderate. 
P 


Aplicația 14. Sá se determine coeficienţii si termenii liberi ai ecuaţiilor n 
rilor, in cazul următoarelor patru ecuaţii ponderate ale erorilor cu două varia 


ale din cei ai ecuaţiilor ero= 
zsiy: 


e+y +1 vı» de pondere 3 


æ + 2y + 1=0, de pondere 1 


æ + 3y + = v. de pondere 2 


to 


æ +2y+2=04w,, de pondere 1 


Calculele se dispun in tabelul 111.12, la fel cu tabelul IIT.11. 


Pentru indeplinirea condiţiilor. e, po, «, Ê, X 
se dau sumele s care se verificá : 


s = [a] +0] +11 = 24 84 4-14 

sọ = [pa] + [pb] + [p = 5-134 8 

8, = [paa] + [pab] + [pal] = 7 + 9 10 — 26 
| 892 = [pab] + [pbb] [pbl] = 94-29 + 17 = 55 
L s = [pal] + [pbl] + [pl] = 10 + 17 +16 = 43 
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Tabelul 


ai ecu 


i 
eoreetii de determ 


cuafiilor normale din ce 


tilor şi termenilor liberi ai e 


icien 
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Deducerea coetiei i i i ai 
rea coelicienţilor şi termenilor liberi ai ecuaţiilor normale din cei ai ecuaţii! 


Tabelul IIL12 


or erorilor 


exe atr ii 
(exemplu numerie pentru patru ecuatii ponderate ale erorilor cu două variabile) 


i 

| 

"D 

Nr. 
| ert 


p a b l o pa pb pl a e : 
cm pas pal pas phb phl 


EL = E aa a ECHTE SN ERA 
| | | | A EA === 


INS 111 131 3 | 1 A >, 
| 1| 3 3 ) 3 , : | 
2 | 1 loa 2| ¿| : i : > 3 9 3513 
bad 2 |— 0 e | 9 Ti el m | 
| | 2 0 1 2 | 
| 3|2 | 1 3 2 : | : á x 
Pa i | 2| 6 2 6 
pal i] $i a o " : 12 18 12 | 36 8-1-24 | 
| il ll | | | 
L42-131 1.2] 3.5] 1 qlo - : 
| | | | = ) 1 2 2 5 1 1 10 1 | 10 
| " aeu - | || 
| E | ES = > | 
| | | | Mi 
= 2| 8 | 414 5| 13 8| 26| 7 | 
| | | | | 26 7 9 10 26 29 17 55 | 16 48 | 
| E E 
1 
1 26 | | 26 55 | 43 | 
€ | [| | 
ae eL EE ll | 


Tabelul IIL13 


Calculul cumulat la maşină al coeficienţilor şi termenilor liberi ai ecuaţiilor normale din cei ai ecuaţiilor erorilor 


(cazul măsurătorilor indirecte ponderate, eu corectii de determinat) 


| | 
E | T | ^ ds | el En 9j | pa | pb pe 
Es 1 D 7 TE EUM 9 00 — 
| 
1 Pı | 4 b, Ca l 91 | Pi Pabi | P4161 
2 Pr e da ed s la gam be- Didg Paba Pala 
r | Pr a | b, Cr l, Sr Py Ar Prbr | PrCr 
| 
—_— zi 
z | - | ia w| ta M | fel| pa | i» | tpe 
i Pe = ia IEI der = e 3 Pie 
|| 
= s | - 
| 2 = A riu 3 ER E 
| i 
[pa — | [paa] | [pab] | [pac] | [pal] | [pac]| [paa] + [pab] + [pac] 
| dies = 
] | | | 
[pb | [pbb] [pbc] | [pbl] | [pbo] | ete. 
| | | 
[pc [pec] | [pel] | [peo] | = 
[pl [pi] | [plo] z 


| pl po 

| > Fat D 0 -a — 

| 1 12 

| Ph | Pisi 
Pelo | PO 
Dl, PrSr 

| [pi [ps] 

| 

ss 


[pal] = s, = [pac] 
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— 


Ecuațiile normale corespunzătoare sub formă prescurtată sint: 
f [naa] 2 + [pab] y + [pal] = 0 
l [pbb] y + [pbl] = 0 
adică fácind înlocuirile şi seriind forma completă : 
f 7% +% +10=0 
l 9z + 29y + 17 = 0 
rezultă ecuaţiile care dau pe z şi y. 

d. Má surátori ponderate, calcul cumulat. Se consideră variabile 
in ecuaţiile ponderate (111.21) ale erorilor și tabelul .II.11 se transformă, prin adaptarea 
calculului cumulat la mașină, în tabelul 111.13. ] 
: abla fatá E act măsurătorilor de aceeași precizie, în partea de sus a tabelului pe 
toate liniile rezultă 1, 2, ..., r, ponderile în coloana 2 si produsele d 

ans uble pa, p 
în coloanele 8, 9, ..., 12. fi s 


Restul calculelor sint analoge si sint indicate in parte: jos i 
7 | 1 E ana $ E partea de jos a tabelului, colo: 
3, 4 etc., inclusiv calculele de control in ultimele coloane 8 ... 12. i E 


Aplicația 15. Se dau aceleaşi date de la calculul obisnuit indi i 
. Se dau acelea 8 £ : necumulat indicate abe 2 i y 
cumulat el se transformá, simplificindu-se in tabelul 111.14 redus. nó o 


Tabelul IIL14 


Caleulul eumulat la maşină al coeficientilor si termenilor liberi ai ecuaţiilor normale, 
din eei ai ecuaţiilor erorilor (exemplu numeric, cazul măsurătorilor indirecte ponderate 
cu două eoreetii de determinat) 


PRE PUG GS JUI O E orti al dal aseaza ÓN A ALEA JD 0 
| | | | | | | 
| Nr. crt, | p a) + 0d] 1] | sa] | pa | pb pl pa 
E im £j PV due y b 
E O 5 6 | 7 8 | 9 (10 
NO uw qt 1 1 a" uat s 3 9 
2 p rs gat lg d bd di MAN 
3 2 1 3 2^ iue 2 | 6 | 4 12 
4 1 1 | 2 2.543 1 | - Me M 5 
E BLEU BILL dE 26 
ELE E LAO C is GO WP Lo mom d i pt 3 
| — A - 14 S 26 
p -| | Lib 
[pa 7 9, | 104 | 26 | 26 = 7 + 9 + 10 
zi send sa sil e ra 
[pb a 17 55 | 55 =9 + 29 + 17 
o 
H—| à; 
[pt 164| 43 | 43—10--174-16 
il 
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3.2. REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUAȚII NORMALE 


3.2.1. Generalităţi. Din punct de vedere economic si al reducerii timpului de lucru, 
se consideră diverse metode directe, cât și iterative. Unele sînt metode de bază, iar altele 


mai convenabile în cazuri speciale. 


3.2.1.1. Metoda eliminărilor succesive cu scheme algoritmice Gauss 

a. Schema Gauss-Doolittle, cu calcule de control 

1 Músurátori de aceeași precizie. Pentru simplitate se consideră mai întii măsurătorile 
indirecte de aceeași precizie si corectiile necunoscute z; în număr numai de 3 , deci siste- 
mul normal: 


[aa] x; + [ab] za + [ac] t5 + [al] = 0 
[ab] z, + [bb] za + [bc] x; + [b1] = 0 


[ac] z, + [bc] za + [cc] zg + [cl] = 0 


(111.101) 


sau cu scriere prescurtatá : 


| [aa] 2, [ab] xa + [ac] za + [al] = 0 
[bb] £a + [bc] za + [bl] = 0 
| [ce] x + [cl] = 0 


Coeficientii si termenii liberi din ecuaţiile normale, forma prescurtată se trec în tabelul 
III. 15, schema triunghiulară de calcul Gauss — transformată de Doolittle — în liniile 
1, 3, 7 şi toate coloanele necesare notindu-se prin 2,, 25, Tz şi L. 

Pentru efectuarea unor calcule de control — după operaţiile importante — se introduc 


si sumele s; (i = 1 ; 2 ; 3) cunoscute la trecerea de la ecuaţiile corectiilor la cele normale : 
$, = [aa] + [ab] + [ac] + [at] 
so = [ab] + [bb] + [bc] + [bl] 
sa = [ac] + [bc] + [cc] + [el] 


(111.102) 


Metoda eliminárilor si substitutiilor succesive indicá cá din una din ecualii, de exemplu 
din prima, se scoate valoarea uneia din necunoscute, de exemplu x, și din relaţia (III. 101) 
rezultă : 


ANI e A A 


La La j (111.103) 
[aa] [aa] [aa] 


Tt = 


care substituind-o în celelalte n — 1 ecuații rămase, se obține tot un sistem liniar de 
n — 1 ecuații, cu n — 1 necunoscute. 

În mod analog se procedează succesiv, piná se ajunge la o singură ecuație liniară cu o 
singură necunoscută, care se poate rezolva găsindu-se x, . 
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Tabelul III.15 
chema triunghiulară Gauss-Doolittle, de rezolvare prin ealeul obişnuit 
de ecuaţii normale 
NI PARCA ARO PRON MDN) alai au au me oo 

| 


S 


| àà | La | ffg L | 3 Control 
| TIA enema (Rara vo a pe admin ique te EIC 
1 | [aa] [ab] | [ac] [al] | 51 — 
Mi AEREA UA le i DM ARA e ac 15 ud | 
f | au. vbi EB. b Pp V IBI t t EM 
[aa | [aa] | [aa] | [aa] YR 
Ra SAN SL |- £ Erus i RES să | 
zo... bb | — [be] | [M] | Sa » | 
[ab] [ab] | [ab] [ae] | fab] ta] | [a] | 
ode | [aa] | jan] 4^ ofa] - i 
ÎN RIA a —ÀÀ 
5 [5.1] | poe] |. [i1] [5.115 «1 1 RR 
PA pda n d j pei | (Opal T E " 
105.13 | — q.i] | — q.i] | — [p.i] | p" 
qa == us | [cc] | [el] S3 | — 
A i [ae] [ac] | [ac] [al] | it [ac] | T 
a Il mac pu SN 
| [aa] E] [aa] [aa] 
A | Dbe1]be.1] [D.1][.1] [he.i]s.1] ———— 
[b.1] | fób.1J ^ pi | 7 
10 [c.2] | - [e2] |  [s.2] | 344 
^ iE NT. PEE. oaia d 00 c Ss L FX me 
1 [cl .2 [s.2] | 
11 TENES ET OU UA Y mw x | 
| [ce.2] | | [cc.2] | [ec.2 Mu 
FAIRE A i p 


Prin inlocuirea rádácinilor obtinute, in rel 
toate necunoscutele in ordine inversá Ta 


Deoarece relaţia (111.103), numit 


atii de forma expresiei (111.103) se găsesc 
..., Tg, Ty. 


à si prima relaţie eliminatorie se mai poate scrie: 


Lab] à [ac] (ise [at]. 


2 


z,— z 
[aa] ^ [aa] E [aa] 


=0, 


a sistemuluj y: 
|] 


D 
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y 

^ coeficienţii şi termenul liber din ea, în forma de mai înainte se trec în tabelul de rezolvare, 
obișnuit în roşu, în linia 2 si în toate cásutele necesare din coloanele 1-... 4. Se observă că 
linia 2 se poate deduce direct din linia 1, dacă se împart toţi termenii respectivi prin [aa] 
si dacă se schimbă semnul. La aceleași rezultate se poate ajunge mai comod, dacă în loc 


| de împărțire, se înmulțește cu — ti . Pentru termenul s, din linia 1, coloana 5 se face 
[aa ] 

| z ET Si à à " dM " 

l aceeași operație si rezultatul — — — se serie cu roșu in partea de jos a liniei 2, in aceeasi 

i [aa] 

i coloană 5, fiind necesar la calculul de control. 

l Evident, un prim control facultativ rezultind din relația (III.102), este acela ca tot 
ce rezultă insumat în linia 2 pînă la stinga coloanei s, să fie egal cu ce este pe aceeași linie, 
in insási coloana s. 

i Atunci cînd coeficienţii si termenii liberi ai ecuaţiilor normale sint numere fractionare 

J zecimale, cu un număr n de zecimale, în calculele care se efectuează, incepind cu cele din 

! linia 2, trebuie sá se ia cu cel puțin 2—3 zecimale mai mult, pentru ca controlul prim și 
celelalte care vor urma sá se verifice la zecimala a n-a. 

Se menţionează cá odată găsite necunoscutele rămase z,,..., Xn, linia 2 va servi la 
deducerea primei necunoscute z,, pe baza relaţiei (III. 103), relaţie dată de însăși linia 2, 
coloanele 2 ...4, tinind seamă si de notatiile din partea de sus a coloanelor respective. 
Valoarea necunoscutei z, care se va găsi se va trece sub linia 2, in coloana 1, asa cum se 
indicá in tabelul de rezolvare. 

În continuare, înlocuind in ecuaţia 2 din sistemul (III. 101) al ecuaţiilor normale (ulte- 
rior se va înlocui si in următoarele), valoarea lui x} dată de relaţia (111.103) si grupind 
convenabil termenii, rezultă : 


0 


[ab] [a5]| t, m _ [ab] fae]| £a 7 m „Lab [at]] 


| 
[bb] — ^ ; 
| [aa] | | [aa] J | [aa] J 


i notind : 
[ab] [ac] 
[aa] [aa] 


| ip] = py — Hen 


[aa] 


Ki [ab] [os], 


[bb,1] = [bb] be.1] = [bc] — 


(111,104) 


expresii care se numesc ,,algoritmii Gauss" de ordinul I, ecuaţia a 2-a devine: 
[60.1] za + [bc.1] xa + [bl.1] = 0. (111.105) 


Ea reprezintá prima ecuatie a primului sistem de ecuatii reduse (cu o necunoscutá 
mai puţin) sau mai pe scurt, prima ecuație redusă. 

În mod analog, cea de a doua ecuaţie a primului sistem de ecuaţii reduse este dată 
cu algoritmii Gauss, de: 


[bc.1] £a + [cc.1] £g + [el.1] = 0. (111.106) 


348 TEORIA ERURILOR MĂSURĂTORILOR SI METODA CELOR MAI MICI PATRATE 


Se observá cá in tabelul 111,15 de rezolvare, algoritmii Gauss de ordinul I dati de 
relaţiile (III. 104) se scriu în linia 5, coloanele 2...4 si pentru deducerea lor practică direct 
în tabel, este necesar ca în linia 4, cásutele 2...4, să se treacă expresiile : 


1 AJA Gl ll o Co Ll 


[aa] ; [aa] j [aa] 


$i sá se insumeze respectiv cu valorile de deasupra lor, linia 3, cásutele 2...4. 


Expresiile (a) din linia 4, cásutele 2...4, se obţin practic din tabel luindu-se valoarea 
[ab] /[aa] din coloana 2, linia 2 si inmultindu-se succesiv cu toate valorile : 


[ab]; [ac]; [al] 


din linia 1, cásutele 2. ..4, de deasupra ei si în continuare spre dreapta. 


Se menţionează, că aceeași operaţie de mai înainte se repetă și la deducerea valorii 
din linia 4, coloana 5: 


și, de asemenea, insumind-o cu valoarea Sp de deasupra ei, din linia 3, se obţine “cazul 
particular de algoritmi Gauss de ordinul I, expresia : 


5 (111.107) 


care se trece in linia 5, coloana s necesará pentru calculul de control. 


Astfel, al doilea control obligatoriu al primei ecuaţii reduse se face pe linia 5 din tabel 
si constă din verificarea îndeplinirii condiţiei : 


[bb.1] + [bc.1] + [51.1] = [s,.1], (111.108) 


adicá insumind tot ce este pe linia 5, piná la stinga coloanei s, trebuie sá fie egal cu ceea ce 
este in însăși coloana s. 


Din ecuatiile (111.105) si (111.106), care formeazá primul sistem de ecuatii reduse, 
se observă că acesta si analog si următoarele, au determinantul sistemului tot simetric 
faţă de diagonala principală, ca si sistemul initial (III. 101), așa încit se poate scrie si el 


sub formă prescurtată, numai prin termenii de pe diagonala principală și cei de deasupra 
ei, astfel: 


| [05.1] za + [be.1] xy + [bl.1] = 0 : 
(111.109) 


| [cc.1] z4 + [cl.1] = 0 


Li 
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În continuare, se acționează asupra primei ecuaţii reduse din relaţia (111.109) analog 
; la prima ecuaţie din sistemul initial (111.109) al ecuaţiilor normale. 
C > ? 
Astfel, se deduce x, din relaţia (111.109) : 


MALES 


pliu, iuti NM (III.110) 
[bb.1] [55.1] 
si se substituie in ecuatia a doua. 
Relaţia (111.110) se mai poate scrie și sub forma : 
ciae A TAM ON (111.111) 


[bb.1] ^ [bb.1] 


asa cum se găseşte în linia 6 din tabel. Practic, in tabelul de rezolvare, coeficienții şi ter- 
menul liber din linia 6 se deduc din cei din linia 5, dacá se împart toţi prin primul termen 
si dacă se schimbă semnul. Aceeași operaţie se face si în ceea ce priveşte coloana s. 
Este evident că va fi valabil și pentru linia 6 un calcul de control analog, cu cel men- 
tionat mai înainte si anume, insumind tot ce este la stinga coloanei s, trebuie să fie egal 
cu ceea ce este însăși coloana s. j 
Prin inlocuirea lui z, dat de relatia (111.110) in ecuatia redusá prescurtatá (111,109) si 
grupind termenii convenabili, se obtine: 


[bc.1] [e.1]] _ [be.4] [bl.1] _ 6 
Iren m Lab] | Ta +- [cl.1] ETIN 


$i notind : 


[bc.1] [bc.1] [ac] [ac] [bc.1] [5c.1] 
| [cc.2] = [ec.1] — geom [cc] — [aa] [05.1] 
| qm (111.112) 
A [be.1] [01.1] _ ¡yy _ Tae] lat] _ [be-1] [01.1] 
ao. Mr sai [bb.1] m [aa] [bb.1] 


expresii care se numesc algoritmii Gauss de ordinul LI, formati din cei de ordinul I printro- 
ege analogă, locul valorii [aa] fiind luat de valoa rea [bb. 1], se obţine: 


[ec.2] £a + [cl.2] = 0. (111.113) 


Relatia (111.113) reprezintá sistemul de ecuafii reduse a deua oară. În tabelul de rezol 
Vare, algoritmii Gauss de ordinul II dati de relaţiile (III. 112) se scriu pe linia 10. 
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Din ecuația (111,113) rezultă : 


[el.2] 
| (11.114) 


[cc.2 


Urmind ordinea inversă, se trece la deducerea celorlalte rădăcini t, $i Ta, 
întii zy cu formula (111,100) indicată pe linia 6 (cea de a doua relatie eliminatorie) coloa- 


nele 2, 3 si 4, tinind seama si de notatiile din partea de sus a coloanelor si apoi in mod 
analog x, cu ajutorul relaţiei eliminatorii din linia 2. 


adicá, ma 


După rezolvare, este necesar sá se facă verificarea rădăcinilor găsite, inlocuindu-le 
în ecuaţiile (III. 101). 

Această verificare a rădăcinilor găsite z;, se mai poate face cu calcule mai puţine cu o 
singură relație, constind din verificarea îndeplinirii următoarei identități scrisă generic 
cu sume Gauss: 


[(s — E) 2] = [s*2] = — [L], (111.115) 
unde s-a notat generic : 
si = si — Li. 


Aplicatia 16. Sá se rezolve'cu una cifrá zecimalá exactă, prin schema Gauss-Doolittle 
3 


, urmátorul sistem de 
3 ecuatii normale : 


$z, — y —*, — 2=0 
— m + 3a — ty —72—0 
+ aik s+ 6-0 


Calculele sint date in tabelul ITI.16. 


Ecuațiile normale in formă prescurtată s-au seris cu coeficienții si termenii liberi tn liniile 1, : 
făcut gi sumele Sı, 35, 83. 


Necunoscutele rezultă : 


. 7 8i s-au 


lg = 15,5; Za = 35,0; æ, = 17,5. 


Verificarea rădăcinilor găsite, prin înlocuirea lor In cele 3 ecuații normale, dau : 


3 x17,5 —35,0 — 15,5 — 2.0 = 525 — 52,5 o 
r-17b T3x325,0 — 15,5 72,0 =105,0 —105,0 0 
— 17,5 — 85,0 3x15, +60 = 52,5 — 52,5 =0. 


Verificarea prin relația unică (III. 115) este mai comodă, rezultind : 


Í Us — L) 2] = (+1) (417,5) + (+1) (+85,0) +(+1) (+15,5) = + 68,0 


l 


- IL] = — (-2- 72 + 6) = — (-68) = + 68,0 


adică rădăcinile găsite satisfac întocmai, in aproximatia fixată, Din cauza rotunjirilor, s-ar putea ca verificares 


să aibă loc pină la 5 unități de ultimul rang zecimal, adică în cazul nostru piná la +0,5. 
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Tabelul 111.16 


Rezolvarea prin schema Gauss-Doolittle a unui sistem de 3 ecuaţii normale 
(exemplu numerie) 


£i La Tg L 8 Control | 
1 SF 2 | 3 ann 4 | 5 Mr ] 
—————————— A O ÓrÓ——— M y 
| | 
1 3 =i | at UI | —2 Ey 2 
| | | | 
— — —— |— = | — — A | 
| 
zn | | | 
2 (—0,333) 0,333 |  -+0,333 +0,667 | +0,333 +0,333 
r = 17,5 +3 —1 —72 | —71 = 
m — — | AS - — — 
| | | | 
i 141—0,833 —0,333 | —0,667 | —0,333 — | 
| ¡ESP HE AO. 
5 2667. 1213833 — 72,667 | —71,333 —71,333 | 
6. | —1 -0,500 | +27,246 | +26,746 --26,746 
| 
| Dun RTL SER. JUNTA HAN : | 
za = 35,0 +3 | +6 | ny - 
8 —0,333 | 0,667 | | 0,383 - | 
9 — 0,667 — 36,333 — 35,067 | — 
10 r2 —31 | —29,000 | —29,000 
¡PORTA | 
11 | | " 
(—0,500) 1-15,500 +14,500 --14,500 
La 15,5 
2. Schema Gauss-D oolittle in cazul măsurătorilor 


indirecte ponderate. Schema Gauss-Doolittle în cazul măsurătorilor indirecte 
Ponderate se obţine prin generalizare ca scriere si se indică în tabelul 111.17. 
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Tabelul IIL18 


Tabelul HIJI : 
] iauss redusă, de rezolvare prin calcul cumulat la maşină a unui sistem de ecuaţii 


Schemă triunghiulară Gauss-Doolittle in cazul măsurătorilor î l 5 al 
i năsurătorilor ire Sehema P A 
(cazul a 3 ecuații normale) nete pota normale (cazul a 3 ecuații) | 
a RR NN N id ( 
"NS —— ATAR ARAN EP E E 
| —" | 
us Ta | t | Le m | L 8 Control | 
IPC PETI EA Y: kapi | e | E i em | MI: T | 
| 1 | 2 | 3 1 Tig | 3 | 4 5 | 6 
1 | | Y i|  ———á A ————M—ÁÁáür O DR REEL RI E 
| [paa] [pab] [pac] [pal] | s, | MEM , [a] | tai | fe] | tal 5, — 
RRAS | | | | i Pe stiai [PIE MIT 
2 id [pab] | E pac] | js [pat] ; "wer i MEL] NE E m [ab] e [ac]. Lal] pu [1-4] | 
JUSTA | [paa] CO Ej: PU [paa] | [paa] i Nu. [aa] Aen. y |o. Bebo zo ba aun | 
"NI | A | — CUR MAE | | | 
2,7... | [pbb] [pbe] | [phi] | g E | | EMT: [bb] | [be] | [ht] Sa r1 | 
p AS —] - — IMPR y Y |— — = a i " - 
| — YY | 
4 |.lPeblpab] _ [pab] [pac] | Ipeñiiaal i [publi NN | 4 [bb.1] [bc.1] [b1.1] [5,.1] [2-4] | 
| [paa] [paa] | [paa] [paa] * i $ ] TR NIN, INCLUS: 
Np Nil Vb E + |— | [bc.1] [bl.1] [s2-1] de 
8o Tere Iptett] [p.1] — |  [ps.1]  |[224j Sid aa di ^ [Do.1] [bb.1] [bb.1] Goal 
| E a ERE M | y | M kr | 5-4 ^o 
| S, — — | | | 
: bc. | 
6 | —1 | [plo] ipe | — [Psa-1] [2—4] Lg =+... [cc] [et] S3 + 
[pbb.1] | [pbb.1] [pbb. 1] Y d |— —]——— 
3 LN AA — — —— | : 
= MEM [pec] | [pel] | s, N 7 [cc.2] [ct .2] [4.2] F4 
" eU Mah ^ | Kv ac ditis al —€-—— | 
MTT acm | A $5.2 | 
g | — lPec)[pae] | _ [pac] [pal] [pac] | 8 —1 EI > Lo 2 3+4 
E A ierte A: cc. ce. 
^ . [paa] [paa] | [paa] 1 | MS [ ] [ ] ul mes 
9 [pbc.1][pbc.1]] - [pbe.1][pbl.1) | [pbc.1] [ps,.1]| | d... 
(d [pbb. 1] [pbb.1] | [pob.1] | Al doilea dreptunghi si urmátoarele, decalate cu cite o coloaná spre dreapta, in loc de 
T — 4,5 ete, linii, cuprinzind numai cite 3 linii fiecare şi anume : 
10 | [pec.2] | [pc! .2] [p55.2] 3+4 i — linia ecuației normale care se adaugă ; 
¡IA PIDA q | A —— — linia ecuatiei reduse, cu calculul de control obligatoriu ; 
11 | A | "up de E [pel.2] e _[os3.2]- 344 — linia relatiei eliminatorii, cu calculul de control (facultativ), avind scris sub ea la 
| [pcc.2] | [pec.2] inceput necunoscuta care se determiná. 
MN. ORE A A Prima ecuatie redusá, de pe linia 4 din schema Gauss redusá, se deduce prin calculul 
SR TP Cumulat la masiná tinind seama de formulele (III. 104) ale algoritmilor Gauss de ordi- 


as y nul I, Practic, termenii [bb. 1], [bc. 1] etc. fiind dați de formulele : 
.>caema Gauss redusă, de calcul cumulat. Íntrebuintind | 


calculul cumulat la maşină, schema Gauss-Dooli A 
d : i s-Doolittle se redu itor cs i se ab] [ab ab] [ab] 
iis aşa-numita schemă Gauss redusă, dată in tabelul = tăia ca scriere și [66.1] = [bb] — iai [bc.1] = [bc] — mi , 
rimul dreptunghi de sus al tabelului, cupri inii i i 

REE 5 E prinzind liniile 1 si 2 este identic 1 din 

schema precedentă Gauss-Doolittle. ` MN AON se obțin cumulat. | 
29 f | 
*3—c. 292 
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Analog cea de a doua ecuatie redusá, de pe linia 7, şi la fel urmă toarele, se vor deduce 
prin calcul cumulat, tinind seama de formulele algoritmilor Gauss de ordin corespunzător, 
Practic, termenii [ec.2] , [cl.2] etc., fiind dati de formulele : 


[ec.2] = [ce] — L°] [ae] _ [be.1] [bc.1] 
[aa] [bb.1] 

| [e1.2] = [e — Peel fat] _ [be.1] [01.1] 
[aa] [55.1] 


se obtin algebric cumulat. 


Ultima linie 8 a tabelului va da valoarea ultimei rădăcini, x, în acest caz, rádácini care 
se scrie in stinga sub ultima linie a ultimului dreptunghi al tabelului. Restul de necunos- 
cute se deduc in ordine inversá, in mod analog ca la schema Gauss-Doolittle normalá, cu 
ajutorul formulelor indicate de liniile relatiilor eliminatorii succesive si se scriu in partea 
de jos a fiecárui dreptunghi din tabel, in stinga. 

Pentru cazul másurátorilor indirecte ponderate schema Gauss-Doolittle redusá rezultá 
prin reduceri de linii din tabelul III. 17 si ca atare nu se mai scrie separat. 


3.2.1.2. Metoda si schema Cholesky- Banachiewicz 
este o metodá recomandatá in practicá, pentru calcul 
electronice. 


sau a rădăcinilor pátrate. Aceasta 
e la mașinile manuale, electrice sau 


Fie de rezolvat sistemul de 3 ecuaţii normale. Matricea sa măr 


ginită lateral la dreapta 
și jos cu termenii liberi si suma [l], care se notează M, este: 


| [aa] [ab] [ac] [al] | 
m=| [1%] [bb] [b] [on | 
lac] [be] [ec] [el] 

[d] [M] [ci] [a] 


| (111.116) 
| 


Considerind o matrice pătrată triunghiulará superioará arbitrará T si transpusa sa T*; 


Ap BU O L, | A Os 10 0 
| | 

: Za L. ( 
malt- Buz qe_|% B 0 0 (111.117) 

0 0 Gs La € C, CQ, 0 

0 0 0 L, Li vUa E. L, 

se determiná elementele matricei 7 punind condiţia : 

T= M, (III. 118) 


adicá. matricea M sá se descompuná intr-un produs de douá matrice triunghiulare. 


MASURATORI INDIRECTE 355 


1 b "Pieea 7 d " la iei 
rodusul T* T si egalind matricea obtinutá cu matricea M, conform relat 
gp pepe urmátoarele expresii ale elementelor matricei T : 
(II. 1 


Jer me l 


A, =} [aa]; B,= P A, A, 


ET E. 2 [bc] — B,C, , . Mil = BU. 
Mic A SEIS Van B, (111.119) 


Pi NEN ATEO 
C, = Y [cc] — €1— Că; L= * 


re esit Ee 
L, = Jun — zi — 13 — 13 


De asemenea, pentru control rezultă: 


— PS 
$ , S — 515 
Ss, ==>; $ == 
Ay B, 
(111.120) 
Sa — C,8, — C,S, À Sa — L,S, — L58, — LaS; 
Ss = 2 ene! —3 S= ad X E ret > 


C; L, 


ii are i nt sistemul 
Prin relaţia (III. 118), sistemul clasic de 3 ecuaţii normale, are ca echivalent sist 
special, pe baza matricei triunghiulare T: 


Ati + Bita + Cta + La = 0 
| BX + Cata + Le = 0 (111.121) 


| Cota + La = 0 


Prin rezolvarea sistemului (III. 121) folosind calculul cumulat la mașină, se obțin 
1 YA 1 y D A 
necunoscutele x,, z,, £z, deduse in ordine inversă : 


1 
mie (Buta LC) t L = 
1 
1 0 
Ty = — (Cars + La) — (III. 122) 
1 2 
1 
tg = — La — 
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Tabelul III.19 se menționează că schema de calcule posedă la partea de jos, de rezolvare, tot atitea 


linii cite sint si la ecuaţiile normale respective, ceea ce este un avantaj faţă de alte scheme. 
ini S d x 3 E 

Calculele de control constau din urmátoarele : 

1) Pe linia 1' trebuie să se obțină : 


Rezolvarea sistemului de eeuatii normale prin metoda Cholesky-Banachiewiez 
(cazul a 3 ecuaţii normale) 


a a aaa 


| 
| ! 
2 | Za | 23 L s | Control! A+ Bi + Ca + Li = Su | 
TS PU A si e MATER. TE zl patata A —|—— 
- i | : z q unde S, este valoarea din linia 1 ', coloana 5, formată după legea generală de calcul a elemen- | 
LS IAS EA A: NEC ai > 49 "WT , . . 1 Pi > A g 
" de pe a 1”, nesituate pe diagonala principală, astfel : 
1 [aa] | [ab] | [ac] | [al] "E telor de pe linia esi p g p p | 
nb si De | 2 MGR. Pi] TA 
2 [bb] [bc] | [01] s| — FORO 
3 [cc] | [et] S3 | — 2) Pe linia 2' trebuie så rezulte analog : 
| | 
D edd i s €— | 
4 | [u] “| = Ba + €, + La = S; 
Aan ee i 
1 | Pre | B, = [ab] C | I S, i2 unde S, este valoarea din linia 2”, coloana 5, formatá dupá legea generalá de calcul a 
| d [aa] | Az 3 | fă | să elementelor de pe linia 2', nesituate pe diagonala principală, astfel : 
A ui E o CR 1d " 
z=... 2") B,=/ (9 -B?| (=== | L, S, |[2-4] ee 
ru | B, | | 2 
dia N SEM 2 i Lh | Ba 
P = | [cl] —C,L, — C4L, 
i TE C,-l/tec]- ci— c La Sed voleur $,| 344 3) Pe linia 3' trebuie să se obțină : 
| > 7 
O ci | Ea S.I C, + La = S, 
| 


Pentru calculul final practic al necunoscutelor unde se folosesc formulele (III. 122) 
se fac urmátoarele observatii : 

- se incepe calculul ultimei necunoscute x, in cazul exemplificat si se merge din 
aproape în aproape piná la prima; 

— formula ultimei necunoscute t3, care se calculează mai intii, este întotdeauna cítul 
luat cu semn schimbat între termenul liber generic L din ultima linie, prin numărul din 
stinga al ultimei linii; 

— generalizarea formulei unei necunoscute oarecare, de exemplu x,, rezultă imediat, 
folosind formulele (III. 122), astfel : se face citul luat cu semn schimbat între o sumă de 
termeni compusă la rîndul ei din produsele duble B,x,, Cx; şi termenul liber, respectiv L,, 
prin numărul A, situat deasupra necunoscutei considerate (v. tabelul III. 19). 


Calculul practic trebuie sá se facá sub formá de tabel (v. tabelul III.19). Í 

În liniile 1, 2, 3 şi coloanele 1... 4 se scriu coeficienții si termenii liberi ai tuturor 
ecuațiilor normale, considerate sub formă prescurtată, adică coeficienții de pe diagonala 
principală si cei de deasupra ei. 

În linia 4, coloana 4, se scrie suma [U], care va fi necesară ulterior la calculul precizieiz- 

În coloana 5, denumită sumă a acelorași linii 1, 2, 3, şi a coloanei 4, se fac sumele 
cunoscute 5,, Sa, Sa, s. ca $i la schemele Gauss : 


sı = [aa] + [ab] + [ac] + [al]; sa = [ab] + [bb] + [c] + [bl] etc. 


i Aplicația 17, Să se rezolve prin metoda Cholesky-Banachiewiez următorul sistem de douá ecuaţii normale: 
În liniile următoare, notate prin 1”, 2', 3' și coloanele respective se deduc succesiv pe 


fiecare linie si se înscriu coeficienţii si termenii liberi A, B, C, L, ai sistemului de ecuaţii 
transformate echivalente (111.121) calculati cu formulele deduse (111.119). În coloana 5 
se trec sumele S;, pentru calcule de control. 


ty-6-0 


fu 


ETTET 


ll 


0 
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El este de formă prescurtată : 


[bb] y + [bl] = 0 b 


| [aa] x + [ab] y + [al] = 0 


] 
Schema de calcul este dată in tabelul 111.20, iar rezolvarea numerică prin calcul cumulatl n tabelul IIL.21, 
Rădăcinile acestui sistem sint : 


Vy = + 39,86 x 0,515 = 1,99; æ = (0,5 x 1,99 — 3,00) 0,5 = + 1,00, 
iar verificarea lor prin relația unică dă : 


[is — L) 2 5 +1,00 + 5 x 1,99 = 14,95; 
—[L]- — (—6 — 9) = + 15, 


adică se verifică in aproximatia 0,05. 
Rădăcinile sint juste piná la o zecimală, deci se poate lua æ = 1 si y = 2, c»ea ce dă verificarea exactă. 


3.2.1.3. Metoda iterativá Gauss-Seidel. Spre deosebire de unele metode iterative, această 
metodă poate rezolva numai sisteme de ecuaţii normale și nu sisteme algebrice liniare 
nesimetrice. 

Fie sistemul normal cu 3 necunoscute : 
[aa]x, + [ab]xz + [ac]xg + [al] = 0 
[ab]x, + [bb]x, + [bc] + [bI] = 0 (111.123) 
[ac]x, + [bc]x, + [cc]xz + [el] = 0 


Se notează prin A, matricea coeficientilor si a termenilor liberi : 


| [aa] [ab] [ac] [al] | 
A= | [ab] [bb] [be] [bi] l 
| [ae] fbe] fec] [el] 
iar prin X, matricea vector a necunoscutelor z;, completate jos cu elementul 1 (unitatea) ? 


v, | 


Se descompune matricea A într-o sumă de două matrice triunghiulare nepátratice 
A=B4G: 


[aa] 0 0 o | |O [ab] [ac] [al] 
B=| [ab] [ab] 0 0 |; C=|0 0 [5c] [bl] | 
0! 


| [ac] [bc] [ec] 0 | 0 0 [cl] 
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Tabelul 111.20 


Schemá de calcul pentru rezolvarea unui sistem de două ecuaţii normale 


Wy L | s Control | 
n a AA 
[aa] [ab] [al] 8, | 2 | 
[bb] [bt] Sa | E: | 
UR E cum DE - -— | 
— [i] | sı | 
i la] | [al] mr | | | 
| A,= [aa] Di DN La A e [1—3] 
1 ro zt 
(1/A,) 
i A MEF [b] — BL MEA | i 
z-.. | B,-2|/po]— B2 pta = EA EE | S ES 31 | 24-3 
(1/82) | | | | 
y-.. d y i JA 


Tabelul III. 21 


Rezlovarea numericá prin ealeul eumulat a unui sistem de eeuatii normale prin metoda 
Cholesky-Banachiewiez 


| | | 
| y L s | Control 
EET A a IEI 
| 4,00 1,00 — 6,00 — 1,00 | -— 
1,00 — 9,00 —4,00 u | 
| | | 
| NA - " E AA T7 b." "eU vd a cea t x AA d: e 
| 2,00 0,50 — 3,00 — 0,50 — 0,50 | 
(0,50) | 
* = -+1,00 1,94 — 3,86 | — 1,94 — 1,92 | 
(0,51) | | 
] 
Beda — ca LADA aie a i i 
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Sistemul de rezolvat (111.123) din ecuaţia matriceală AX = 0, va deveni : 
BX = — CX. (111.124) 


Folosind ecuaţia (111.124) si efectuind matricele produs si egalind elementele lor se 
obtine : 


[aa] x, = — [ab]xz — [ac]xz — [al] 
[ab]x, + [0b]x, = — [bc]x; — [bl] (111.125) 
[ac]x, + [bc]xz + [ee] = — [el] 
Într-o primă aproximaţie se ia din ecuaţiile (111.125) : 
sI T 
Er, od 
0 1 0 
20 = — — ([b] + [ab] 29) (111.126) 
N bb] 
o 1 
20 = — —— ([etl-+ [ac]af + [dc]a8) 
[cc] 
Se formează vectorul X() definit de relaţiile din (111.126) : 
o 
Ti 
0 
X(0) = v2 
0 
T3 
1 ^ 


Punind în membrul II din ecuaţia (111,124) in vectorul X grupul de valori din relaţiile 
(III. 126), adică matricea X9, se obţine ca satisfácind ecuaţia matricealá respectivă, ale 
cărei necunoscute sint numai în membrul I, vectorul X® dat de relația matriceală care 
rezultă din ecuaţia (111.124): 


BXW = — Cx. 
(1) AD 1 [D 


Componentele zi ', x2, x3 ale vectorului XU vor fi date de expresiile cu algoritmi 
Gauss, cunoscute de la metoda Gauss: 


ago dal 1001 ag lael ag 
[aa] [aa] [aa] 

E NE [91.1] — [bc.1] 2 
[55.1] [55.1] 

a i? = HA = m, riguros 


[cc. 2] 
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Punind în membrul II din ecuaţia (111.124) pentru X vectorul obţinut anterior X0), 
se poate obtine vectorul X?) cu relaţia : 


BX?) = — CX”) etc. 


Astfel, se ajunge la valori succesive ale necunoscutelor z;, care după un numár de 
cicluri, care se poate determina matematic, se stabilizeazá la valorile riguroase, 


3.3. DETERMINAREA PRECIZIEI DUPĂ COMPENSARE 


3.3.1. Determinarea erorii medii pătratice si a unităţii de pondere 


3.3.1.1. Formula erorii medii pălralice py şi a unilá[ii de pondere p. 
Eroarea medie pátraticá uy a unei singure măsurători este : 


w= d es : (111.127) 


ESE 


Formula (111.127) se numeste formula Bessel de la măsurătorile indirecte de aceeaşi 
precizie. 

Prin generalizare, în cazul măsurătorilor ponderate, eroarea medie pătratică unitară u 
sau, prescurtat, eroarea unităţii de pondere va fi dată de relația : 


poi: E (111.128) 


g^ 


adicá analog cu formula precedentá (111.127) de la măsurătorile indirecte de aceeași 
precizie, numai cá suma [v?] se inlocuieste prin suma [pv?] intervenind astfel ponderile. 


3.3.1.2. Procedeele de calcul cu control, a sumei pátratelor erorilor. Pentru calculul sumei 

pătratelor erorilor reziduale [v?] si anume : 

[02] = v?-- v3 +... +07 | (111.129) 

necesară in deducerea erorii medii pátratice mijlocii pg din cazul măsurătorilor indirecte 

de aceeași precizie, si — prin generalizare — pentru suma [pv?] din cazul măsurătorilor 

indirecte ponderate sînt posibile mai multe procedee de calcul, Trebuie să se aleagă două 
procedee de calcul, unul din ele servind de control. 


a. Calculul direct prin sistemul de ecuații ale erorilor. 
Procedeul indicat, de calcul al sumei pătratelor erorilor [v2], constă in înlocuirea valorilor 
corectiilor x, Ta, ..., vx, obţinute în urma rezolvării sistemului de ecuaţii normale în 
însăși ecuaţiile erorilor : 4 


0, = d42; + bity ee +H atn + la 
v = Cata E bata Hee t liz, + le 


v, = 0,24 + Deta + ++ Fla + le 
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pentru a găsi astfel valori pentru erorile 7, Vo, . . ., Vp, care trebuie controlate cu [av] =0, 
[bv] = 0, , [hv] = 0, pentru găsirea pătratelor acestora si apoi însumarea lor. Calculele, 1 
fácute cumulat la masiná, sint in general destul de numeroase si trebuie subliniat si faptul 
cá v-urile nu trebuie separate, ci numai suma pătratelor lor [02]. 


Analog, in cazul másurátorilor ponderate, pentru calculul sumei [pv?], se obtine: 


[po*?]= p0} + P34... + Prv? (111.130) 


şi trebuie să se pornească tot de la sistemul de ecuații al erorilor, inlocuindu-se necunoscu- 
tele 25, 23 ;. .., Va cu valorile lor, deducindu-se valorile erorilor v, pentru control cu [av] =0 
etc. ; de asemenea, trebuie sá se facă calculele scriind suma [pv?] de produse triple sub 
forma : 


[pv]? = (prova + (pavs)vs + ... + (PpUr) Vr 


Acest procedeu — de utilizare a însuşi sistemului de ecuații ale erorilor — necesitind 
numeroase calcule, cere mult timp si ca atare nu este recomandabil in practică, decit la 
un număr mic r de relații, fatá de alte două procedee care se vor indica în continuare. 


b. Calculul direct printr-o singură relație, in funcție 
de corectii. Tinind seama de sistemul ecuaţiilor de erori si de sistemul ecuațiilor 
normale se obține relația : 

[02] = [U] + [al] z, + [bl]; +... + 


[AU] æn (111.131) 


Calculul practic al sumei [v 2] dat de relația unică (111.131) se poate face convenabil, 
prin calculul cumulat la mașină, utilizind datele din tabelul triunghiular de rezolvare a 
sistemului de ecuații normale, schema Gauss-Doolittle, Gauss redusă etc. Valoarea găsită 
pentru [vv] se va scrie în partea de jos a schemei respective sub coloana L a termenilor 
liberi. 

Pentru cazul măsurătorilor ponderate, generalizind, formula (III.131) se transformă 
în: 

[pbl] x; + 


. + [phl]x, (111.132) 


[pv?] = [pll] + [pat]z, + 

si calculul practic cu schemele Gauss-Doolittle, Gauss redusá etc. este similar. 

c. CalculwF direct.printr-o singură relaţie, 

de` algoritmii Gauss. Inlocuind.expresiile corectiilor x; (111.103), (111.110) 
si (111.114) în relaţia (111.131) se obţine : 

[el. 2]? 

[cc. 2] 


[a — quis 
[aa] [bb.1] 


[o?] =A = [u.3] (111.133) 


Calculul practic al sumei [v 2] folosind expresia (111.133) găsită, se poate face CON- 
venabil tot prin calcul cumulat la mașină, utilizind date din tabelul triunghiular de rezol- 
vare a sistemului de ecuaţii normale, schema Gauss obţinută, redusă etc., si astfel valoarea 
găsită va trece în partea de jos a schemei în coloana control. 

Se reamintește că suma [4] se poate lua gata calculată cu control din tabelul de trecere > 
de la coeficienţii si termenii liberi ai ecuaţiilor erorilor la cei ai ecuațiilor normale. 


în funcţie 


MĂSURĂTORI INDIRECTE 363 


Avind [02] = [11. 3], se poate calcula algoritmul [11. 3], iar în partea de jos a schemei 
ss, prelungind coloanele termen liber L și sumă s, făcîndu-se și controlul propriu, 
Bet de schemă [U. 3] = [s . 3], ceea ce rezultă pentru cazul a 3 ecuaţii normale din 


tabelul 111.22. 
Tabelul 


Caleulul sumei [vv], in sehema Gauss 


111.22 


| 
L 8 
[u] sl 
Lal] [al] Hu Ss, 
[aa] [aa] 

E [p 1] [bl.1] = Ind 1] 
[bb.1] | [bb .1] 
po cotidie ay 
[ec.2] [cc.2] 

[21.3] | [s .3] 


Pentru cazul másurátorilor ponderate, generalizind, formula (111.133) se va transforma, 
in: 


[pal]? 
[paa] 


[pbl.1]? [pel.2]? 
[pbb.1] [pcc.2] 


si calculul practic, utilizind algoritmii din schema Gauss-Doolittle, 
este analog. 


 Aplicatia 18. Să se afle eroarea medie pătratică, ut zind schema Gauss-Doolittle, 
sistem de 4 ecuatii ale erorilor cu douá necunoscute : 


= [pll.3] (111.134) 


[pv?] = [pl] — 
Gauss redusá etc. 


in cazul urmátorului 


art vru o5 


æ + 2y — 1,2 = 0 


z + 3y — 4,3 


a + dy — 6,44 = 


Da 


ul generic de două ecuații normale, de formă prescurtată 


q [2a] e + [ably + [at] = 0 


1 [bb]y + [bl] = 


Be deduce usor si este: 


+ 10y — 10=0 


avin [u 34,5 E ini 
ind gi [] 64,5, ridácinile rezultá : 


g= — 4,5; 


y = 2,8, 
Se calcu!ea 


121 suma [v?], folosind si tabelul triunghiular Gauss-Doolittie, din tabelul IIT.23. 
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Tabelul IIL23 


Rezolvarea sistemului de ecuaţii normale si calculul erorii medii cu schema 
Gauss-Doolittle (cazul a două ecuaţii normale) 


| e Y L 8 | Control 
1 2 y 3 "is PEU] EX 
1 4 | — 10 —10 4 d 
2 | =i ENS DE. dq E 
PER AS oet RIO IS EI Tp wc 
x=—4,5;3 | 3077] 29 MP = 
4 Mpi +25 —10 | = 
v y MU | s. 
5 mig —14 Saig | —9 
6 s) +2,8 --1,8 | +1,8 


y= +28  [?]— +0,3 [02] = +0,3 
Aplicind formula (fII.131) se obţine: 

[+2] = 64,5 — 10(— 4,5) — 39 x 2,8 = + 0,3, 
Din formula (111,133) rezultă : 

[9] = 64,5 — 10 x 2,5 — 14 x 2,8 = + 0,3. 


adică se verifică egalitatea sumei [v*] prin cele două metode, 

Dacă trebuie să se execute calculul în partea de jos a tabelului prin prelungirea coloanelor termen liber L 
si sumă s, rezultă valorile din tabelul 111.24, analog cu tabelul III 23, pentru cazul sistemului normal cu două 
necunoscute; adică se ajunge la același rezultat [I]. 2] = + 0,3, care se verifică în coloana sumă (ls, 2] pe 
aceeaşi linie. 


Tabelul III.24 


Calculul sumei [vv] In schema Gans 


7 L 8 | 
| 

8 + 64,50 + 15,50 | 
9|  — 25,00 + 10,00 | 
———J——— 

10 — 39,20 25.50 | 
| 

11 + 0,30 + 0,30 | 


MASURATORI INDIRECTE 


Eroarea mijlocie medie pátraticá p. va fi dată de formula (111.127) Bessel, adică: 


EE y DH 2a y 930 . +Y 015 ac 0,4. 
rn 4 - 2 


3.3.2. Erori individuale. Coeficientii de pondere. Erorile individuale ale necunoscu- 
telor z; (i = 1 ... n) se deduc cu relaţia: 


m, = + ul'Qii (111.135) 


+ 


in care- œ este eroarea unității de pondere si se determină cu relația (111.127), 
Dii * " 1 

iar Qu = —* (26), (D; fiind complementul algebric al elementului de pe 
D 

diagonala principală din determinantul D al sistemului ecuaţiilor normale). Adică, Qi; 

sint elementele de pe diagonala principală a matricei inverse A^! (A fiind matricea 

sistemului ecuaţiei normale). Qi; mai poartă denumirea de coeficienţi de pondere, 


deoarece: p;-+ — si din relația (26) rezultă : 


Qi---——-. (111.136) 


Pi 


3.3.2.1. Calculul practic cu control al coeficienţilor de pondere. Coeficientii de pondere 


Qi Quo ---» Qnn, definiti mai înainte, se pot calcula prin mai multe procedee. Dintre 


acestea va trebui sá se ia in practicá pe cel mai convenabil, avind insá si control. 

a. Calculul prin rezolvári de ecuaţii asemánátoare 
celor normale. În cazul a 3 ecuaţii normale, coeficiertii de pondere Qy1, Qs», Q33 
satisfac o serie de relatii, care rezultá din insási proprietátile determinantilor si anume : 
[aa]Q;; + [ab]0,, + [ac]Qs; = 1 
[ab]Q,, + [bb]Qs, + [bc]Qs, = 0 Qin 


[ac]Q + [?c]Qsi + [cc]Qs; = 0 


și relaţiile analoge : 


0 


Il 


[aa] Qia + [ab] Qoa + [ac] Qs; 
[ab] Qia + [bb] Qaa + [bc] Qos = 1 (111.138) 
[ac] Qia + [bc] Qoa + [ec] Qy2 = 0 ete. 


Se pot considera aceste relații ca formînd sisteme, fiecare de cìte 3 ecuații liniare, 
cu cite 3 necunoscute, pentru determinarea coeficientilor de pondere Qi. 
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Sistemele (111.137), (111.138) etc. nu sint altceva decit sistemul de ecuaţii normale, în 
care corectiile z;, Xa, z4 au fost înlocuite succesiv prin : 


Qui; Qu; Q4, în sistemul (111.137); 
Qia» Qoo, Q32, în sistemul (III.138) etc. 


și termenii liberi, in coloana verticală, din membrul I([al], [bl] ete., au fost înlocuiţi 
succesiv prin coloanele : 


0 0 —1 


prima în sistemul (111,137), a doua în sistemul (111.138) etc. 


Rezolvind sistemele succesive (III.137), (III.138) etc. prin unul din procedeele cunos- 
cute, de exemplu schema Gauss-Doolittle ori Gauss redusá, vor rezulta valorile coeficien- 
tilor de pondere căutaţi Qj,, Qs, etc., dar si valorile altor Q;; cu indici neegali, care vor 
interesa numai pentru calculele de control. 

Fiind vorba de a se rezolva in general mai multe sisteme de ecuatii auxiliare (III.137), 
(111.138) etc., in plus fatá de sistemul de ecuatii normale insusi, calculele sint destul de 
laborioase desi rezultá unele simplificári si ca atare nici acest al doilea procedeu nu este 
recomandabil in practicá decit pentru control. 

De exemplu, pentru a calcula coeficientul de pondere Qj, necesar erorii individuale 
m, a primei corectii x,, este necesar sá se rezolve sostemul auxiliar (111.137) asemánátor 
cu sistemul de ecuatii normale, adicá ar trebui sá se rezolve sistemul : 


[aa] Q4; + [ab] Q3 + [ac] Q4; — 1 = 0 
[ab] Q4, + [bb] Q3, + [bc] Q4 + 0 = 0 
[ac] Qi + [bc] Qai + [c] Q3 +0=0 


În ceea ce privește Qs, si apoi Qs, ar trebui sá se mai rezolve încă alte două sisteme 
analoge. 

Practic, se adaugă la schema triunghiulară Gauss, tabelul III.25 coloanele 7...9 
notate Qj, Q»,, Ogg, care se consideră, tinind seama de sistemul (111,139) si de sistemele 
analoge că reprezintă coloanele termenilor liberi ai sistemelor respective a Q-urilor. Astfel, 
se trec pe primele linii ale fiecărui dreptunghi, respectiv în coloana Q,,, cifrele —1, 0, 0, 
în coloana Qo, cifrele 0, —1, 0 etc. Se efectuează toate calculele cerute de schemă, in 
coloanele Qi, Qs», Qas- 

Cu notatiile prescurtate făcute pe schemă, va rezulta pentru prima grupă a coeficien- 
tilor de pondere : 


(111,139) 


[ab] .. [ac] 1 
G ae LOSS. ais E Send Apa 
P [aa] n [aa] îi [aa] 
[bc.1] |, — [BL1], 
a A ea 
z [bb.1] "^ — [bb.1] CE 
ap [ct .2], 


[cc. 2] 
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Control 


Tabelul 111.25 


Calculul eoeiieienfilor de pondere Q;,, Qs», Q5, (cazul a 3 ecuaţii normale) 


| Obligatoriu 


_ lab] [ab] 
[aa] 


[bb.1] x — | — |Facultativ | [bl.1] =R; 
z — u.a. |—|-—|Obligatoriu — —— ' 
[65.1] 2d iga hoy [5.1] | 
— PAM — —— pe — > 
L= se T] [ec] [ct]| sz — 0 
la L | LR SR 
" CA [ac] [ac] | a PA | [ac] 
| [aa] | | [aa] 
- e A 
|. [bc. 1] [be. 1] a dens e | [bc.1] f 
[cc.1] [p.1] ^ 


| 4 [ab] 


| | [aa] 


10. [cc.2] 


| — | — |Facultativ | [cl.2],=Ry | 


R; 


1 
[66.1] | 


— | — | Obligatoriu 


[cc.2] 


VOL =...:V O 


Qu —...; Qs. = 


Il 
A 
| 
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Pentru a doua grupă: 


[ab] [ac] 
Q = — — Qu — Q. 
aer 22 [aa] 32 
_ [bc.1] 1 
[00.1] ¿32 [05.1] (111.141) 
Quo Lel-2la 
7 [cc.2] 
Pentru a treia grupă: 
Qs = [ab] Q. pen [ac] Q 
[aa] [aa] zi 
[bc.1] 
Qos = [05.1] Qs; (111.142) 
1 
Qu = — — 
[cc.2] 
Controalele sint exprimate prin relaţiile : 
DOT ar s5 Qa zb S203 1 
SiQ12 + 52033 + 5205, = 1 (111.143) 


* * 1 
51035 + 52023 + S2 03 =i 
unde 5 = 5; — L. p 


Pentru tr Lm x " 4 
ne arta rolul global al Q-urilor, se aduná relatiile (111.143) membru cu membru 


[Qui] s + [Qai] s$ + [Qui] sí = 3, 
unde i = 1; 2; 3; iar [Qu]. [Qz] ete. r intá j inii 
i 345 9j 10,1. [Qai . reprezintá sumele Q-urilor pe li stea fii 
asezate in josul schemei Gauss, sub coloanele Qu» Qoo; victo in pal re "Do "- 
Qi Qs. Qo 
Qu Qu Qo 
Qa Qa» Qss 
b. Calculul prin procedeul simplificat. Prin acest procedeu se 


pot ies usor rádácinile celor 3 sisteme ale Q-urilor, ín ceea ce privește numai coeficienţii 
e pondere Qi, Qaz și Qs, fără a se rezolva, aplicind următorul artificiu matematic : 


Astfel, se aplică sis i ` E en 
identitatea : aplică sistemului (111.137) relativ la primul coeficient de pondere Quy 


[a]? [61.132 [01.2]? 


[al] x, + [bl] za + [el] 23 
[aa] [bb.1]  [e.2] 


(111.144) i 


b 


| 


| 
| 
| 
l 
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în care operind, rezultă : 


[al] = — 1; [bl] =0; Tel] =0 
(111.145) 
2, = Qu; Ta = Qu; 23 = Qy 
Schimbind si semnele in ambii membri se obţine : 
1 R$ R$ 
2 
+ — ES (111.146) 


ulpa) BDO jel 


unde prin R, si R, s-au notat valorile in care se transformă algoritmii Gauss [bl.1] şi 
[c .2], cind facem în ei substitutiile (v. rel. III. 145). 

Practic, aceste expresii ale lui R, si Fs, necesare a fi introduse in formula (111.146) de 
calcul a lui Q,,, se pot face ușor într-o coloană adăugată Q, la tabelul triunghiular Gauss 
de rezolvare a ecuaţiilor normale (v. tabelul III.25). 

Pentru coeficientul de pondere Q, se fac analog, în identitatea dată mai înainte, sub- 


stitutiile : 
[al] 20; [br] =-—1; [cl] =0 
(111.147) 
Tı = Q; T3 = On; Ta = Qoa 
Schimbind semnele în ambii membri si observind cá [bl.1] = — 1 se obţine: 

9 

1 $3 
Qs pd, (111.148) 


T Ei] edd 


unde s, este valoarea in care se transformă algoritmul Gauss de ordinul II [c1.2], cind se 
face în el substitutia (111.147) din prima linie. 
Analog, deducerea lui S, de înlocuit in Q» practic va rezulta din tabelul 111.25. 
'Trecind la ultimul coeficient de pondere Q,,, se face în aceeași identitate substitutiile : 


[al] 20; [bl] =0; [el] = — 1 
(111.149) 
Ti = Qu; Ta = Qu; 23 = Qu 
Avind [b1.1] = 0 si [cl.2] = — 1 si schimbind si semnele in ambii membri, se 
obtine : 
c st (111.150) 


Se observă că faţă de elementele care sint deduse în diversele linii ale coloanei 7 din 
tabelul 111.25, se obține expresia (111.146) a primului coeficient de pondere Q,,, fácind 
produsele duble ale elementelor din ecuaţiile eliminatorii cu cele de deasupra lor, luindu- 


le cu semne schimbate si insumindu-le. 


24—c, 292 
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Analog pentru expresia din formula (111.149) în coloana 8 din tabelul III.25 pentru 


cele două produse duble schimbate de semn şi însumarea lor avem pe Qs» (v. tabelul 
III.25). 


De asemenea, 


se verifică si în coloana 9 cá rezultă ceea ce s-a găsit anterior cu formula 
(111.150) : 
E — 
[cc.2] ` 


Pentru un numár oarecare de coeficienti Q se pot generaliza formulele. 


În cazul schemei Gauss redusă, calculul coeficienţilor de pondere Q este analog, numai 
că se face prin calcul cumulat. 


Aplicația 19. Să se afle eroarea individuală a fiecărei corectii, cu schema Gaus 
cului sistem de 4 ecuaţii ale erorilor cu două necunoscute (v. $5 3.3.1.2): 


a+ yd 1,9 = y, 
| æ + 2y — 1,2 = Va 
| æ + 3y — 4,3 = 04 


H 4y — 64 = v, 


s-Doolittle, in cazul urmáto- 


1*. Calculul Q-urilor cu procedeul clasic. Efectuind calculul Q-urilor din prima grupá, 
in ordine inversá, analog ca pentru formulele (111.140) rezultá : 


| Qu = — 2,5 (—0,5) + 0,25 = 1,5; 
Qai = — 0,5 


valorile găsite trebuie scrise în parte 


a de jos a schemei Gauss din tabelul 111.26 sub co- 
loana Qj. 


Pentru a doua grupá de Q-uri, efectuám calculul ca pentru formulele (111.141): 
Qis = — 2,5 (+0,2) + 0 = 0,5 
| Qs = + 0,2 
valorile găsite trebuie scrise in partea de jos a schemei sub coloana Qaa. 
Controlul cu formulele analoge cu relaţiile (111.143) dă: 
| 14 x 1,5 + 40 (— 0,5) = 21 — 20 = 1 


14 (—0,5) + 40 x 0,2 = —7+8=1 
adică se verifică. 


Controlul cu relația unică (111.144), sumele fiind pe liniile Qi. Qoi, deduse si scrise 
sub coloana $, dá; 


35:30.» 14 — 0,3 x 40 — 14 — 12 — 2, 


adică se verifică. 
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Tabelul III.26 


Caleulul erorilor individuale eu ajutorul coeficienţilor de pondere, procedeul elasie 
(cazul a douá ecuafii normale) 


ái M Tr 
| d 
| a | v | L | 8 Control Qu | Qaa | 3 | Control | 
| "3 "Um ENT Na - r^. Q 
EL 2. SETS D. 5 8 do m 8 | 9 
| | 
1 | 4 10,00 —10,00 | 1,00 | — | —1,00 0 3,00 — | 
| M A ELA CIEL, 
| " ile p| | "- xd A 
o | =1 | 250 |.+250|-—1,00 | —1,00 | 40,25 0 | —0,75 0,75 
2 | (0,25) | , | | | | - A 
B acr EPI | EAR | -| | | 
| | bi ( a} 
z—...;3| 30,00 |-—39,00| +1,00 | — 0 |-100 0 
| s us. ae v > ansia e 
| 2c Jua mt il | | yt 
4| 25,00 | 25,00 | 10,00, — |+250| 0 — 7,50 
| | | | sd 
¡A — s 4 2 
5| 5,0 |—14,00| —9,00 | —9,00 | +2,50 —100 —750 | —750. 
| VES oM, NEP EHE] recu 
6| —100 | 1550 | +1,80 | +1,80 | —0,50| +0,20) +1,50 | +1,50 
| (0,20) | ^" | | | | | VI. i 
y= Qu =+15 Qa--—05 5 =150 


Qa = —0,5 Qa = +0,2 As s 


2°, Calculul Q-urilor cu procedeul simplificat. Efectuind in coloana eA ad 
produse duble cu semn schimbat între elementele din liniile 2 si 6, cu cele 


lor se obțin : 


Qı = 0,25 (—1) — (—0,5) 2,5 = + 0,25 + 1,25 = + 1,5 
| Qa = + 0,2 

: " $ ă le 

Controlul trebuie realizat cu calculul prin procedeul clasic precedent, numai piná la 


Q -urile de pe diagonala principală, inclusiv. ^ E 
3? Era erorilor individuale. Se aplicá analogele formulelor (111.135), stiind c 


mg = + 0,6. 
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3.4. EROAREA UNEI FUNCTII DE VALORI COMPENSATE 
ALE NECUNOSCUTELOR 


3.4.1. Deducerea formulei. Fiind datá funcţia liniară : d 


F= fiy -H fata +... + fata + fo; (111.151) 


în care fo, fis ..., f, sint niște coeficienţi, iar x; (i = NP Ze 
determinate indirect si care sint afectate de erorile 
functiuni este datá de relatia : 


- +, n) corectiile mărimilor 1 
m; ; determinarea erorii mp a acestei | 


17 m fi "IL 
E A^ = e du + [fs-1]* I 


= L If(n — DE, 
Du (umo [aa] — [bb.1] 


ur (111.152) 
[nn(n — 1)] 


Algoritmii utilizati in relatia (111.152) au expresiile cunoscute : 


j 
! 
ab] | 
If 1] = E A 
[aa] 
ac bc.1 
2] fe EL y — Ded] pp, 4 
[aa] [bb.1] 
[ad bd.1 cd.2 
die nl. HM 1— l ] [f;.1] — [ | [f3.2]; etc. 
[aa] [bb.1] [cc.2] 
În practică se mai utilizează și notația : 
1 mj — È | 
m asi m = i VO- (111.153) | 
m 
Pp 0 4 
3.4.2. Partieularizarea pentru eazul erorilor individuale. Ca un caz particular al erorii E 
unei functii se pot obtine erorile individuale. 
De exemplu, se deduce eroarea individuală m, a lui z,, rezultind funcţia F = za, ; 
pentru care toti f; = 0, in afará de h-1: N 


mi = me | f 


[fs-1]* , [f-2]*]. 
| [aa] [bb.1] [cc.2] 


Tinind seama de notatiile algoritmice Gauss, rezultá : 


nma = mo V Qs, . 
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3.4.3. ( aleulul expresiei Q jM tabelul.Gauss. Calculul expresiei Qj se efectueazá in 
I Sol Gauss III. : 3 a coloanei 10. 
tabe u II.27 de rezolvare a ecuatiilor normale prin adăugare o 


În acest caz, pentru a avea expresia lui Qj; ; 


fi y Mad? h2 
[aa] [bb.1] [cc.2] 


Qj; = 
trebuie calculate produsele duble in coloana Qj; din tabelul 111.27, din liniile 1.2; 4.5; 
" 8 si insumate cu semne schimbate, prin calcul cumulat. 
7.83 


Tabelul 111.27 


Caleulul erorii unei funefii in eazul măsurătorilor indireete 


ses d 
| | z 23 L 8 rol Qia | Qaa | Q5; Qs 
| 1 2 1 
| 1 2 3 4 s|o|7|8]|09 10 
| | | IU m) 
1 | taa] | [ab] le] | de) [a = dbi s | 
| [a] | dae] | ta | Ia. I-| i | 
? | [aa] [aa] | [aa] MN ja i, [aa | 
UN En | | 
3 [bb] [bc] [b1] | Sa — | 0 Nec 0 | fs | 
| | Mm ia | 
4 | [bb.1] | [bc.1] [01.1] |— > zi =|= [fat] | 
py E NWIMFT a TA TET 
| [bc.1] UN NEN. | | 
5 | m [bb.1] [00.1] | | i O, ue Hg 
6 [ec] lepus 0.0 [1 h 
7 [ec.2] [cl.2] =(=|=|=|=]|' lf-2 | 
| | | i e. .2] 
[e1.2] A e LAUR | [fs 
8 Ap Da | — 
xf [cc.2] ng | | [ee] 


i S i iurile din fig. 111.13 
Aplicafia 20. Compensarea în stație a unghiurilor măsurate prin metoda Schreiber, Unghiur 


m i unghiurilor X, Xy, 
au fost măsurate prin metoda Schreiber. Să se determine valori cele mai probabile ale 

E = 4 " C. P. . 

2. p lor individuale si eroarea funcției F = X; + X, + X; 


X 


7 / | 
374 TEORIA ERORILOR MĂSURĂTORILOR SI METODA CELOR MAI MICI PĂTRATE MĂSURĂTORI INDIRECTE 375 | 
| 
Valorile medii din măsurătorile (1), (2) etc. (tabelele IIT, 28 si IIT. 29) sint: 0 | 
| Luind Xi = Xi + æj. se obțin : | 
(1) = 99? 14" 17", 25; (4) = 35? 13' 26”, 95 | P | 
(2) = 64? 27 41", 15; (8) = 56° 33' 01", 25 d | Xi = 29"14'17”,00 | 
(3) = 85° 47" 18”, 50; (6) = 21° 19 33”, 60 | X) = 35"13'26",00 | 
Tabelul 111.28 XD = 2171934'7,00 n 
L i | 
Tabloul coeficienţilor ecuațiilor de coreetii si erori ; | | 
————————————————————————————S Ecuațiile liniare ale corectiilor si erorilor l| 
j | i | or fi: 
a) Dy cl | | j | | 
| | 2, = — 0,5000 za = 0,8375 23 = +0,7250 i | s | | 
| | | 2 — 0,25 = 
MATAN A aim mE 
| | | | 5 "9k | r, + + 1,85 = ta 
| 1 1 | Fe > - —0,25 | +0,75 | 1 + o 2 
RUPEE. UNS | de eh le | | 2 + d — 1.50 = t, I| 
| | | 
5 | — 0,95 = 
A | 1 1 A +1,85 +3,85 | MN s SRRA | 
M | 3 | | Ya Lg — 1,25 = tg | | 
| | | 
| | e. 0,40 D 
8. 1 1 1 —1,50 | +1,50 x i | 
4 | 
y | 7" po» 3 | um = | termenii liberi rezultind din relaţiile : | 
Na = 1 — — 0,90 | +0,10 | 
| d T4 M TA " 4, =X? - (Xp 
| | | | 
RS 5 | A (y dx 
| * 21 1 1 — 1,25 +0,75 | h = Xj X5 — (Xp Xy) | 
bi -|- — i | 
| 6 = | -— 1 +0,40 | 140 | ai | 
e aT "UM d : | | | wma - vo D 
| x | a | | 835 — — | Fig. III.13. Compensarea unghiurilor măsurate 
| qo 3 4 | 3 165 | a 35 | unde (X,) sint valorile măsurate. prin procedeul Schreiber, prin măsurători 
PIS AT — pan fa "T Controlul rădăcinilor se verifică astfel: indirecte. | 
| 
| 
Tabelul III.29 [($—L)x] = + 4,0500; —[L] = + 4,0500. 


Calculul coeficienţilor ecuaţiilor normale Din tabelul III. 30 rezultă : | 


[a | 3 | 2 | 1 |  --0,10 6,10 | 610. M 


ceea ce era de asteptat, măsurătorile Schreiber fiind toate de aceeaşi precizie in exemplul dat, care reprezintă 
cazul normal. Cind însă cazul normal n-ar putea fi executat în practică din motive de vizare (condiţiile meteoro- 
lozice nefavorabile) şi ar rezulta unele vize care nu s-au putut da, Qii respectivi n-ar mai fi egali. 


Din tabe) se obține: 


6,20 6,20 


= 1 x(— 0,3333) + 0,1250 x (0,3333) + 0,2500 x< (--0,5000) ; || 


05 


8,2675 4,2175 — are va ti diferit 


| 
| 
3 —2,35 | 3,65 3,65 
| 
l 


rezultă 9, ea fiind tot 0,5000, ceea ce era de asemenea de asteptat pentru cazul normal, dar c 


in alte exemple. 
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e 
5 E M s | 3.4.4. Calculul preeiziilor în cazul rezolvării ecuaţiilor normale prin metoda rădăcinilor 
= S = 53 be B 3 = S S S | pátrate (Schema Cholesky-Banachiewicz) 
- en. ri 5 N = E | 
s 1 T. 1 Sa c pis S 3.4.4.1. Calculul erorii medii. Eroarea medie my se va calcula cu relaţia : 
E - + LI 
i | | i [vo] 
E 34.9 lee sa Pia EN E a a ÎN mim EE | 
E | [d | 5 5 I 
"E LA T e | 1 in care v; sint erorile, iar r—n, numárul de másurátori supraabundente. 
NON | Suma [vv] se va calcula pentru control prin douá procedee, de exemplu cu relaţia | 
AR a o o D o Be" S 2 o unică, în funcţie de corectii : [vo] = [U] + [al] x, + [bl] xa + [ct] 23, | 
$ 9 TRAE NES: ey ME MES S E] , 3 zz da x 
Pod | | 2 | |o | A 2 c i sau. în funcție de algoritmii Gauss 
ES | | o e | - 
[-] | al | 1 | o y 
= á - Pes. Lp | d al] [b.1]? [cl.2]? 
z j : [vv] = [1.3] = [i] — E A A, 111.154) | 
e 
X A n 28 mus x Lis [aa] [bb.1] [cc.2] 
e — m | 
= o e | o 3 | a p = | o S 5 $ | 
$ | i e e | | a Es Relaţia (111.154) pentru cazul metodei rădăcinilor pătrate se va transforma astfel: 
3 + s l | | Tinind seama de relaţiile cunoscute de la rezolvarea ecuaţiilor normale prin metoda | 
Ei š eo A | rădăcinilor pătrate din subcapitolul 111.3.2. rezultá : $ 
S E Rc Rel S AS | 2 | | 
T 2 o6 leo i 2 
$ [8 Q d aos X ME l i ee A e EA a [el.2]* 
E s : | S 3 ny . ERAS > Bs 4 | 
Rn | | | ar. T | [aa] [bb.1] [cc.2] | 
E E ES S | ES E 2 2 2 1 E ] Deci, relaţia (111.154) devine : [vv] = [!!] — L? — I} — L = L4, sau, generalizind : | 
$118 1918132154248 sula | 
z PM MAP E ud "DERE NIE [00] = [U] — 22 — 22 — ... — L? = e (111.155) | 
= m | 35 E 
= - ă E | 
aj o Es es max bs | 3.4.4.2. Calculul coeficienţilor de pondere Qii pentru erorile individuale. Calculul coefi- 
z 5 s 5 4 e | S S B une Ne i | ea cientilor de pondere Qii , necesari pentru calculul erorilor individuale, se va face de 
: B T £ % $]| & m T pum 2 S exemplu pentru 3 corectii necunoscute, astfel : 
A + | m m | E n | < S o MS a. Coeficientul Q. Acest coeficient dat de relaţia găsită anterior la | 
E EM | | + | $5 3.3.2.1, este: 
S 2 be] e o A o 
11.18/2/8/2/8 [8 821718 lun E 
= : zi a a es 15 c p t t 
- - 2 mes x [cc.2] 
F N um | e e | cC © | 
DEUM A L1. T iar în cazul metodei rădăcinilor pătrate : | 
e ~ | i Ju 
e e e | 2. | | N AE -Pp 
£ s = | S | ES jt | 5 Le Qaa 2 
ys 1 <~ e |". em unde P, este calculat in tabelul 111.31, conform regulilor respective. Astfel ; 
€ Y A | i 
o mo Il p 1 1 
= m s dee lI (082068. 
Y Y, 2 d C3 [cc] 7 Ci — CS 
“y © e 
a es ind b. Coeficientul Q. Acest coeficient care are expresia cunoscutá : 
e: 
y 1 bc.1 1 
ai facem ii etu 
[bb.1] [bb.1] [cc.2] 
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Tabelul 


Caleulul preciziilor prin metoda Cholesky-Banachiewiez 


Gonzo > 
ontrol | Qi; | Qoa | Qs; | dul Formule utilizate 


| | | 
1 | [aa] | [ab] | [ac] | [al] Lio |0 flo. Ma MEA M 
| as ll e GITE ME 


| | | | | | 


2, [bb] | [bc] | [bl] |s po | 
| | Sai A E EAS 2 2 
B dU d No, mid fs | Q = ME 4- Ni 
| II RI E 
3| [ec] | [e] | | — jolo | 
3 |-1|f3 | o... p2 
| Poti Si bis | | a! | feum Pa 
* nag de ME | ira 
CR E | | nl ob d Qj, —Fi + F? + F$ 
IE | | con: | Pa Va —— 
1 AL] E C, La Con- $e | , 1 5 
1| trol |%1 0 |F, [ab] 
| | | B, —-—-,.C ded 
E! 1 etc. 
DIE E d pom b n A Fa 
PAG B, | G I | Con- B, — | [bb] — B3 
2' | ^3 2 Sa e M, NI OIF 
| trol | 2 [Palo [be] — B,C, 
ta 
Lo ü | | B? 
ar n | TY 
è e Vu dsl O bin lee ini Vice] — ci — c 
i | *| mer psc. 106 Gr 
| $ T 
| A AN A G; 
my = E 90. ^ 
i On = Q— Q= 


în cazul dat devine : 
Qaa = Ni + Ni, 


Ny ESINEN 
; Ng y Sint calculati după algoritmii generali 
x ali. 
€. Coefici 
entul Qj. Acesta se determină cu relația : 


unde : 


2 p 9 
Qi = Mi + M2 + M$, 


111.31 


— 


iie 
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ul III.31 calculate după regula generală, trecute 


unde Mj, Ms, M; sint elemente din tabel 
ale ecuatiilor normale — 1, 0, 0, avind 


in coloana 7, coloaná care are pe liniile 1, 2. 8 
expresiile : 
BM, —C,M; — CM, 
MM ee Se 
Ba C; 


1 
Mı = — — j Ma = 
A, 


3.4.4.3. Calculul coeficientilor de pondere Qj; peniru eroarea unei funcții. Fiind dată 


funcţia : 
F = fata + fata + fats + fo» 


eroarea ei se va calcula cu relația cunoscută : 
m, — mo y Qi, 


unde Qj; se va calcula cu : 


Qj = Fi + Fi FS, (111.156) 


F, Fa F; fiind elemente date în tabel, calculate după regula generală, trecute în coloana 10, 
coloană care are pe liniile 1, 2, 3 valorile lui fj, fa fas avind expresiile : 


BRL p, la GO GF, 
A; B, y A 


m 
l 
> 
să 
| 


MĂSURĂTORI CONDIȚIONATE 


4.1. CONSIDERAȚI GENERALE 


4.1.1. Ecuațiile generale de condiţie, introducerea corecţiilor, liniarizarea. În măsură- 
torile condiţionate, se măsoară direct nişte mărimi cu aceeași precizie sau ponderat, dar 
mărimile măsurate fiind independente trebuie să satisfacă una sau mai multe relaţii de 
condiţie, ca de exemplu unghiurile unui triunghi plan să aibă suma valorilor unghiurilor 


măsurate, egală cu 2005, care se scrie : 
A+ B+ € — 200 = 0. 


, X,, toate cu ace- 


ară direct n mărimi, Xj, Xs, ... 
i ponderat, in cazul 


În general, se consideră că se măso 
nditionate de aceeasi precizie, $ 


easi precizie, in cazul másurátorilor co 
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măsurătorilor condiţionate ponderate, si că acestea trebuie să sati ă i ti 
r tic atisfacá în 
la r relatii sau ecuatii de conditie : i a Ud 


bx us. 


I 
^ 


X 1149) =0 


XX; ... Alb) = 0 


fis. 


rg fiind niște constante sau grup de constante. 


Considerind in particular funcţiile f liniare, trebuie ca r<n, pentru ca problema má- 
surátorilor condiţionate să poată fi rezolvată, altfel fiind imposibilă sau nedeterminată, 
i Valorile medii obţinute din măsurătorile directe de aceeaşi precizie pentru mărimile 
Xi, Xp Xm care se notează prin ļ;(i = 1, 2,....n), introduse în ecuațiile generale de 
pega aj (111,157) nu le vor satisface întocmai, ci vor rezulta nişte mici cantitáti 

us bs ia CALE AB II i i idere : iilor i 
ME m Pei d numi erori de inchidere a ecuatiilor respective, sau 


Astfel, se va scrie: 


(111.157). 


Xalro) = 0 


Go Dap ea 


Xi = l; + vi, (111.158) 


unde micile corectii, de ordinul erorilor s-au notat prin v;. 


În cazul ecuaţiilor generale de condiţie (111.157) o dată cu introducerea corectiilor 
Vis Vos ++ -> Ug, CU notatiile din relatia (111.158) se face presupunerea cá acestea sint sufi- 
cient de mici, astfel cá la dezvoltárile in serie Taylor a functiilor fa(l, + Uy... În + 01/40) 
etc., se cito numai termenii la puterea I in ele, neglijind termenii de ordinul II si 
superior, obtinindu-se tot un sistem liniar relativ la corectii, aceastá operati i 
liniarizarea sistemului general. Dr o 


Astfel, pentru primele ecuatii de conditie din relatiil 7), si i 
NE E emen. t tiile (III.157), si analog si pentru 


a of, ð 
it so | | v. +( = DF... + la vU, =0 
AX RU  Xax d o? 2m ^ 


fo óf ô 
AS 5a. | NI le. d ru 
yt T ecu OX CS * lax, IN : 


of, of, 9f, 
tr bist E FE us 1 = 
8X, | gi cn Y " = ) Nun 


unde prin o pus la derivatele parţiale se fntele lori i iabi 
re pion it apela b ăn t teleg valorile lor pentru valorile variabilelor 


X,-d; Xy = la; ...s EI 


J———— 
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Ofa = AP em fa è . n Oa 
js a= $e; = | —— 
8X; ]; a. A "T an A 


Wa = Till Las es ln) 
A E pa EA A A E 
0X, Jo P 0X; Jo 0X5 Jo 


Up = follis la, - --> În) ete. 


Si notind : 


Q4 = 


(111.159) 


Il 


b = 


se obtine urmátorul sistem de r ecuafii de conditie liniare ale corectiilor Vi, Va ..., Un CU 
n corectii v; de determinat și fiind r < n, rezultă: 

aV + Ada + ... + Anda + Wa =0 

bv, + Baba + +.» + bao, +w = 0 (111.160) 


TQU, E TgUg +... Pup + W=0 

Aplicația 21. Se consideră cazul unei funcţii generale neliniare, aşa-numita ecuație de acord bază la o 
iriangulatie geodezicá de forma unui poligon cu punct central avind 4 triunghiuri (k = 3...5). 1 

Astfel, în figura 111.14 se notează prin: 2; 2; 3; 4; 5; 65... ; etc. unghiurile triunghiurilor ca valorb 
matematice, probabile. 

1) Plecind de la baza A] si aplicind teorema 
sinusurilor în diversele triunghiuri ], ]] etc., se 
poate scrie direct de pe figură, următoarea ecuație 
de condiţie, funcţie generală de acord a valorii 
deduse a bazei cu valoarea iniţială de plecare: 


11, 2,3, 4,5....) = 


sin 1 sin 4...sin 13 
_ Sin 1 sin sin LAS cnm 


sin 2 sin 5...sin 14 


Introducind valorile medii ale unghiurilor 


din măsurători : 
(7), (2), (3), (4), (5),... etc. 
si corectijle probabile respective : 


Cir Uo. Ta, Ua. Ug... etc. 
rezultă : 


1 = (1) + t4; 2 = (2) + t$; ete. 
Fig. 11.14. Triangulatia geodezicá sub 


va trebui să se deducă coeficienții £,, B, etc., ai = 1 
rebui E 23 forma unui poligon cu centru. 


ecuaţiei liniare a corectiilor : 


Bata + Bata + ... + Bigtig + Bata + wg = 0, 


unde termenul liber s-a notat cu wg. Conform relațiilor (111.159) efectuind derivatele partiale si notind cu 


P,, Pa produsele : 


sin 2 sin 5...sin 14 


L| 


| P, = sin 1 sin 4...sin 13 


Pa 
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E 
I 


ecuația noastră de condiție, de acord valori bază, inmultind cu P/P}, ordonind termenii si exprimind corectiile 
2; în secunde devine : SP 


" " 


cotg(1) v4 — cotg(2)09 + cotg(4)r y - cotg(a)v 5 


po (11161) 


b eotg(13) 13 — cotg(14) vi + [1- 


0 
Pi 


unde p' = 206 265 pentru gradatia sexa sau 636 620 pentru gradatia centi. Astfel, s-a dedus că coeficienții. 


Q; (i =1;2;4; 5;...; 13; 14) sint dati de liniile trigonometrice ale cotangentei unghiului mediu măsurat 
` 


luate cu semnul + si — în mod alternativ — avind pentru practică numai 3—4 cifre la partea zecimală, ter- 
menul liber wg este dat de expresia, in unități 1078 ; 


„0 
12 

rg l p” 
di 0 
n 


Pentru calculul practice wg este necesar să folosim tabele de valori naturale ale liniilor trigonometrice 
cu 7...9 zecimale. 

2) Pentru cazul 4n care nu se posedă tabele de valori naturale ale liniilor trigonometrice cu numărul de 
zecimale necesar, dar se posedă tabele logaritmice cu acelaşi număr de 7...9 zecimale, atunci procedeul de 
introducere a corecțiilor si de liniarizare este analog si constă în următoarele : 

— se considerá ca functie generali f*(1; 2; 4; 5;...) expresia care rezultá din aplicarea logaritmilor 
naturali la expresia P,/Ps = 1, adică: 


sin 7 sin 4... sin 13 P 
.) = In - In =0; 


sin 2 sin 5 ., . sin 74 Pa 


- pentru a deduce expresiile coeficienţilor ecuaţiei liniarizate : 
LJ * * * 
Bata + Bora Bigs + Bigti + wg 0, 


"n usos bd 
unde termenul liber initial ug este : 


0 ,ü 
. dde ES 
ta = In — = — lg — y 
B o 
P$ u Po . 


u fiind modulul logaritmic de transformare (p. = 0,4342944819) se iau derivatele parțiale şi. se obţine: 


cotg(1)w, — cotg(2)ra + cotg(4)v, — cotg(5)vg + .. 


" 
+ cotg(13)g — cotg(14)ry, + La R*=0, 
u 


unde R? este raportul R = Pp; iar corectiile v. ale unghiurilor sint exprimate in secunde. 
1-2 i 
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1.1.2. Aplicarea principiului fundamental al teoriei celor mai miei pátrate. Sistemul 
(111.160) al ecuaţiilor liniare a corectiilor de determinat (v1, Va,- .., Vn), in care numárul 
ecuaţiilor liniare r este mai mic decit numărul n al necunoscutelor (r< n), poate fi rugol; 
vat dacă corectiile necunoscute de determinat vy, va» sa Un, asimilate cu niste erori, 
sint niște cîtimi mici, la care se poate aplica principiul fundamental probabilistic al teo- 
piei celor mai mici pătrate: 


[02] = minim, (111.162) 
in cazul másurátorilor conditionate de aceeasi precizie si 
[pv?] = minim, (111.163) 


in cazul măsurătorilor condiţionate ponderate. 

Corectiile de determinat 5, Vo, +++» Un trebuind sá satisfacá atit ecualiile liniare de 
conditie (111.160), cit si conditia de minim (111.162) sau (111.163), problema poate fi 
rezolvată, putindu-se găsi valorile corectiilor. 

Astfel, există două procedee importante de tratare a problemei : 

— procedeul reducerii la măsurători indirecte ; 

— procedeul corelatelor Gauss, propriu măsurătorilor condiționate. 


1.2. TRATAREA PRIN REDUCERE LA MĂSURĂTORI INDIRECTE 
SAU PRIN METODA CORELATELOR 


1.2.1. Tratarea prin reducere la măsurători indirecte 


1.2.1.1. Transformarea măsurătorilor condiționate in indirecte si tratarea lor. Pentru 
transformarea teoretică a măsurătorilor condiționate de aceeași precizie în indirecte, sis- 
temul (ITI.160) de ecuații liniare ale corectiilor avind mai puține ecuații decit necunoscute 
rn, se deduce prin rezolvarea de exemplu a primelor r ecuaţii în raport cu primele r 
necunoscute Vy, Uy, ...,U,, expresiile acestora în funcţie de celelalte 7,44, +++, Un * 


Di = Apra + BiUpyg dro. + Hi0 + Li; i=l; 23835 od s dif. (111.164) 
Pentru completare se adaugă si urmátoarele relatii evidente : 
Dy, = Up. 5 j=1:32;...:(n =T). (111.165) 
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Relatiile (111.164) si (111.165) formeazá impreuná un sistem de ecuatii ale erorilor, | $ 


măsurători indirecte, cu un număr de n relaţii supraabundent faţă de numărul de coree- 
tii de determinat n—r, și anume 0,41, ..., UVa. Sistemul de ecuaţii normale corespunză- 


ioare, anume generic : 


[AA Jora + 
[A Boa + 


| [AH]o;44 + 


va da valorile corectiilor d,,,, .. 
Restul de corectii Vy, Va, .. 


[A Bo, 44 + ... + [AH]»o, + [AL] = 0 
[BB]0,+2 + ... + [BH]o, + [BL] — 0 


[BH]o,,s +... + [HH]o, + [HL]= 0 


9 Uas 


.,Uy Se vor deduce cu relaţiile (111.164). 


(111.166) 


4.2.1.2. Criteriul pentru alegerea metodei în practică. Procedeul de tratare a măsurătorilor 
condiţionate prin reducerea la indirecte, conducind la un număr de n — r ecuatii normale 
{n fiind numărul de corectii, iar r numărul de relaţii de condiţie), iar cel al corelatelor, la 
r ecuații normale (egal cu numărul relaţiilor de condiţie, se conchide din acest punct de 
vedere că este recomandabil în practică să se aplice procedeul reducerii la măsurători 
indirecte numai în cazul în care : 


de unde: 


n—r-«r, 
n 

P. 
2 


În toate celelalte cazuri, care de altfel sint mai multe în practică, se va întrebuința 


metoda corelatelor. 


Aplicația 22. Să se găsească mărimile X, Y, Z, care măsurate direct cu aceeaşi precizie, au valorile : 


L=X,=27; h=Y,= 158; 


$i între ele există următoarele două ecuații de condiție : 


X+Y + 


Z -743 = 0; 


Se introduc corectiile v;, Vz, vs, cu relațiile : 


X = Xot 0, = 247 +: 


Y = 158 + 0; Z= 345 + bg 


ai înlocuind în ecuaţiile de condiţie initiale, se obține următorul sistem de două ecuaţii ale corectillor : 


vp ob va b v 77 — 0; 


20, — v4 - v - 4 — O. 


Scotind de exemplu pe v, şi v, funcţie de v, (scădere şi adunare) rezultă un sistem de trei ecuaţii sle erorilor 


măsurătorilor indirecte, în corectia 


v =0,56w — 1,5; 


w: 


v= — 15 v — 5,0; 0 = v. 


~ 


d 
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sistemul normal corespunzător generic este: 


[4A]v, + 


si calculind : 


| [AA] = 0,5? + 1,5% + 1 = 0,25 + 2,2 


[AL] = — 0,75 + 8,25 = + 7.5 


pentru sistemul normal se obţine: 


de unde rezultă : 


ta = — 0,5 X 2 


= 158 — 2,5 


X = Xo + r; = 247 — 2,14 = 244,86; Y 


Eroarea mijlocie medie pătratică a corectiilor ing este : 


ar eroarea M, a corectiei v, : 
"n, = ml Qu 


si deducind pe Q,,, cu ecuația normală in care s-a înlocuit pe 


3,5 Qu = 1; 
rezultind : 


87 / 0,2889 = 


My Mo y Qu = d 


Erorile Ma si my ale corectiilor ta si ta, se deduc aplicind eroarea unei funcții, măsurători indirecte, 


la expresiile : 


tf, = 0.5 t — 


1 va = —1,5 € — 5,5 


[AL] = 0 


2,29?) =+ / 8,2143 = 


[AL] trecut in membrul LI prin —1, se obţine 


= 0,2889, 


1,5 = 0,1, + 0 


, , 
= XU; + eo 


2,29 
— 2,29 = 342,71 

| 
E 2,87 


p 
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— 


obtinindu-se : 


A 
Li Vezi, m m + 0,80 
y 14:43 
E š 9 ae 
My = m, - m + 2,39. 
z 


4.2.2. Metoda corelatelor 


4.2.2.1. Determinarea corelatelor si a corecțiilor în măsurătorile de aceesi precizie. Con- 
siderafii teoretice. Metoda corelatelor Gauss sau a multiplicatorilor Lagrange este proprie 
măsurătorilor condiționate si se bazează pe coexistenta ecuațiilor liniare de condiție ale 
corectiilor (111,160) si a condiției de minim a sumei [v?]. Pentru aceasta se introduc T 
parametri necunoscuți ka, Kp,...,k, (cite ecuații de condiție avem), numiți corelate 
(Gauss) sau multiplicatori (Lagrange), care urmează să se determine si se consideră fun- 
ctia următoare : 


2 2 
F(vU, ... 3 Dn) = vi +02 +... F ORL 2K (40, + ... + 440, + us) 


<BR u + rw 
2K4(0,0, + ... + Buba + We) (111.167) 


i — 2Kr(1,0, + ... + Tan + w) 

Aceastá functie F este formatá adáugind la suma pátratelor corectiile [»?] primii 
membri ai ecuaţiilor corectiilor (111,160) multiplicati fiecare cu —2K,, — 2Kb, ...,—2R33 
—2 fiind un factor necesar simplificárilor ulterioare de calcul. 

Cum expresia [v?] este intotdeauna pozitivá, pe cind primii membri ai ecuaţiilor co- 
rectiilor (III.160) din parantezele care inmultesc corelatele pot sá aibá valori pozitive 
si negative, minimul sumei [v2] si satisfacerea ecuaţiilor (111.160) vor avea loc în același 
timp cu minimul funcţiei F. 


Cind derivatele parţiale ale funcţiei F în raport cu necunoscutele vor fi nule se 
realizează minimul ei : 


F JF 2) 
s == 0; 5 ess. uv T aps 
Qv, va Qv, 


Rezolvind derivatele partiale si anulindu-le se obtine : 


A ES TUS st is 


sau: 


vi = GiK4 + DiRy + ... + rjKR,; pcc m s (111.168) 
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istemul (111.168) reprezintá corectiile explicit, in numár de n in functie de corelate 
iste ^ 


i orate sistemul de ecuatii ale corectiilor in functie de corelate. do 
ȘI poem n ecuatii ale corelatiilor (111.168) impreuná cu cele r ecuatii de conditie 


1.160) formeazá un sistem de n--r ecuaţii cu n--r necunoscute Dj, Up s.s, Un ȘI 
(al i K, si care rezolvat va da valorile cele mai probabile pentru corelate si corectii 
Ka, E Puteri se poate desface imediat în alte două sisteme simultane, mai convenabile. 
Ber del calculul matematic se face multiplicind ecuaţiile corectiilor (111.168) respectiv 

Sa "Ais ..,u, apoi respectiv cu b,, Da, ...,b, si asa mai departe, pînă la rr, «Tp 
E numind de fiecare dată, tinind seama de ecuaţiile de condiţie (111,160) se obţine: 


[aa]K, + [ab]K; + ... + [ar] K, + wa = 0 


[ab]K, + [bb]K; + ... + [br] K, + w = 0 (111.169) 


[ar]K, + [br] Ka + ... + [rr] K, + w = 0. 


Sistemul (1111.169) avind r ecuaţii liniare si tot atitea necunoscute, reprezintă sistemul 
de ecuaţii normale al corelatelor. f d d 
Rezolvind acest sistem după procedeele cunoscute, se obţin corelatele Ka, Ky, .. ., Kj. 


Introducind valorile gásite pentru corelare in sistemul (111.168) de ecuatii ale corectiilor 
vi in funcţie de corelate, rezultă valorile cele mai probabile ale acestora. p 

Este necesar să se controleze valorile corectiilor 5,05, . . .,v, cu ajutorul relaţiilor care 
rezultá din sistemul ecuatiilor de conditie liniare a corectiilor : 


[av] = —w,; [bo] = — wp; ...; [hv[ = — uy. (111.170) 


În fine, cu relaţiile (111.158) se obţin valorile cele mai probabile ale márimilor care au 
fost măsurate direct X,,X,, ..., X, pentru care au rezultat valori medii l. 


Aplicația 23, Să se determine mărimile X, Y, Z, care măsurate direct cu aceeaşi precizie au valori medii l; 


intre ele existind urmátoarea relatie de conditie : 
2X — 3Y + Z + 225 = 0. 
Introduetnd corectiile v;, vs, ta cu relațiile : 
X =l, +y = 136 +0; Y = 241 + v; Z = 221 + vs 
8i inlocuind in relatia de conditie datá se obtine expresia ei: 
20, — 894 c 94 38 — O, 
sau, în formă generală : 


010] H Gata + Gata + Wa =0, 
tn care: 
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Avind numai o ecuaţie de condiţie, vom avea numai o corelată K şi sistemul normal a fi: 
[aa] K +w=0 
si fiind: 
[aa] = 4 - 0 1 — 14, 
avem : 
14 Kk - 3=0. 
de unde: 
5 3 
K = — 0,214. 
14 
Formulele corectiilor v,, ta, Pa, funcţie de corelata K, fiind : 
u =K; Va = MK; vg = ask, 
rezultă : 
3 3 3 3 
u = 2 — ---2049; tm=-3— m 064i; pa — = 0,21 
14 7 14 14 
Folosind relatia : 
lav] = — was 20, — 30 + v4 = 3, 
se obţine verificarea exactă a v-urilor: 
6 27 3 42 
[av] = + t — 8: 
7 14 14 14 
Valorile cele mai probabile ale mărimilor măsurate X, Y, Z sint: 
Xx = X9 vı = 137 + 0,43 = 137,43; Y = 241 — 0,64 = 240,30; Z= + 0,21 = 


221,21. 


4.2.2.2. Cazul măsurătorilor condiționate ponderale prin metoda corelatelor. Consideratii te3relize, Esuasiila Mak 


are de condiţie sint aceleaşi ca formi: 


QU; + data ta v dw = 
143 ara n n a 0 
bibi + Data +... +db0 w=0 
2: dx nn b 

Titu + Tota rV = C 
ERI ORA FfaUn ia d 


însă intervin diferite ponderi in mărimile X;, 
Se pune condiţia de minim a funcţiei F(v;, 


- a 
ee) datá de relatia : 


2 2 
Lar Ta eo.) = B) +... t po — 2K (av aU. + p p.) 
Fry Ya > Un piti Pan K (dtc dava +... a Pa +, 
— 2K (bv, + bata t ... + Di 
pii + bata bata t Wo 
—2K (1,07 + Pava + ... v +w 
pli + Pata + E r Pp tw) 


Be anulează cele n derivate parțiale, rezultind relațiile : 


1 > : 
— (uk. T bi 
Di 


t= bt 


(111.172) 
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ile corectiilor (III. 172) respectiv cu d, ds, .. 
e liniare de condiție, apoi cu by, by...» UN etc. pînă la înmulţirea cu 74, Ta, . 


ecuat 
de ecuatiil n 
Astfel, se obține r ecuaţii liniare, cu tot atitea necunoscute, corelatele Ky Ky Pod 


aa s ab E ú; ar Eo nita 

| [ris hs c y 
ab m bb "NA br hd 

MEA [ze ate 


ar e br F rr : dea 
[24 Kt ld E, LUPIS ba K, Hw, 0 
p p p 


111.173) reprezintá sistemul 


Sistemul 
în care: 


Sistemu] normal rezolvat, determină corelatele X» k 


(III. 172) dau valorile cele mai probabile ale corectiilor v, va, ..., Un 
Prin aplicarea formulelor (III. 170) se realizează controlul corectiilor v. 


X, = 127, de pondere p; = 2; Y, = 


intre ele existind următoarea relaţie de condiţie: 


BE Y 


Introducind corectiile v,, vs, va cu relaţiile : 


X - 


537 d 


N 
| 
Lo 
2 


v2; 


E 


$i inlocuind în relația de condiţie dată, se obține următoarea expresie a ei: 


" în forma generală : 


avind : 


a = 232; d, = ; da ; a mr. 


Yezultind numai o corelată k, se obţine sistemul normal : 


aa Pa i 
[=] + us 0, 
p 


sistemul (III. 172) exprimă corectiile in funcție de corelate şi reprezintă sistemul de ecuafii ale corectiilor « 


în continuare, se procedează ca si în cazul măsurătorilor condiţionate de aceeaşi precizie, adică se înmulțesc 
A oin şi insumind pe coloane membru cu membru, tinind seama 


m n ŞI sumare, 


p° 


... k „ iar valorile acestora introduse in ecuațiil 
F 


Aplicația 24. Să se determine mărimile X, Y, Z care măsurate direct cu precizii diferite, au valorile medii 


505, de pondere pa = 3; Zo = 249, de pondere pz = T. 


(111.173) 
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in care : 


aa 4 1 1 1 10 
[ ] = 4 + =3 + = = 3,33; 


Formulele corectiilor v;, Va, 


"4, funcție de corelata k, fiind : 


1 1 1 
v = — hki v. — — ask; 


Pı Da P3 


se obțin : 


1 1 
v = — 2x 0,6 =0,6; va = — (—1) 0,6 = —02; vg — 0,6 
2 3 
Verificarea: 
[av] = 2 x 0,6 — (—0,2) + 0,6 = — w, = 2. 


4.2.2.3. Prelucrarea practică 


a. Trecerea de la coeficienții ecuațiilor de condiție la 
cei ai sistemului normal al corelatelor. Ecuațiile de condiție, in 


cazul a numai 3 ecuații cu n corectii, măsurători de aceeaşi precizie : 
QU, + aW +... +A Va + Ug — 0 
b,0, + Baba + +... + bUn + wo — 0 


CDi + Cola + ... + CWn rw =0 
si sistemul de ecuatii normale ale corelatelor sub formá prescurtatá fiind : 


[aa] ka + [ab] ky + [ac] ke + wa = 0 
[bb] ky + [bc] ke + wi = 0 
[cc] ke + we = 0 
deducerea practică a coeficienţilor acestuia [aa] etc. cu calculele de control respective, 


inclusiv calculul corectiilor, calculul obișnuit , se dau în tabelul 111.32. Notatiile si 
controalele sint indicate in coloana 14. 


111,32 


abelul 


T 


MĂSURĂTORI CONDIȚIONATE T 


conditie 


ecuafiilor de 


snuit al coeficientilor ecuafiilor normale ale corelatelor din cei ai 


Calculul obi 


itori de acecasi precizie) 


P 
i 


, másur 


(cazul a 3 ecuaţii eu n eoreetii 


| ——— 
| monn 
5 o d. 
| - — ad 
| o | ww 
LE AZ 
Z = do E 73:38, 
S — o ae relig 
E j| E 1.3 +++ 
F4 La] ră E a — e 
al 9 m"? 6 ase 
LE A quee IRA SASI 
| neos Tre 
| + mSS o 
mU 3333 
Sj eU usi 
es n E "s > 
b 3 Qi Vp > iy n 
x S d o z Pa 
Pre | ZI 
| | 9 
e Cl -— o 
S | o | cad | 
| | 
$ - j j 
E TNR 
s j 
A | 
Sa | B2 | 
S Mas 
me = i 
"s E 
| 
S T z — - 
ides 
— — | 
I&o de 
Lus MINES SCA E /Á| 
a n 
PL o” 
S | 3 
z | = 
St | ET 
== | 
E 2 
d 
| = 
aze S 
d S 
| ie 
= | = > | 
e 41:49; Are 
A 
S e | 
E dé: A ES Es | 
S S | 
DEO ti EA 
AMA 
A | 
z ¡ Y | 
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În cazul intrebuintárii calculului cumulat, ceea ce se recomandă pentru reducerea — 


timpului de lucru, datele de mai înainte se reduc mult, după cum se indică in tabelu 
111.33, notatiile si controalele fiind aceleași (v. coloana 5). 


Tabelul IIL33 


Calculul cumulat al eoefieienfilor ecuațiilor normale ale corelatelor din cei ai ecuatiilor 


de condiţie 


(cazul a 3 ecuaţii, măsurători de aceeaşi precizie) 


| | 
a) b] c] | o] | Notatii si controale 
1 2 | 3 4 | 5 
¡A b, € G, 6, — d, + b, 4- Ca 
| 
| 
y | Bn Cn | Sn Gg = An + Dn + Ca 
[a] [6] So = [a] + [b] + [c] = fo] 
pal taa] | tai | dad | tas] | sa= [aal+ [ab]+ [ac] — [27] 
E | dej | — [be] [b5] | sp = [ab] + [bb] + [bc] = [b5] 
E [ec] [es] | s, [ac]+ [be] + [ec] = [es] 


a NET 


Schemele de calcul ale másurátorilor conditionate ponderate, se dau in tabelele IIL.34 


si III. 35. 


111,34 


Tabelul 


Calculul obişnuit al coeficienţilor ecuaţiilor normale ale corelatelor, din eei al ecuafillor de conditie 


măsurători ponderate) 


(cazul a 2 ecuaţii cu n corecţii, 
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= = T 
a 3 a. 
e — = 
CMM eS ; 1 
i e ola gja SR 
E um ursus Haa br, 7 
E E [ 
S e T E T ai i 
= CAI $e eed ES sla 
3 ly O A 1 SERES 
2 SW E LS piu t 
, IO Il d 1 r iau 
d o T Sla aja | 
ME RES. 2 $ 3 3 | 
3 Rl 2 v; E 
I E TAE Boi A 
- e] ER [ 
c = . b 2 A 
y ce tut 
E z| r—3 /| 
Do a 3 Ei . ue 2 ES 
S|8 | E ¿la E a 
: Mas cata y 
m e | 
E < o 
FI e| 4 o g| e | S 
i S TM s PURA d A ^ 
- : Si — —À zei t) 
= “y E Sl Si. | 
NS = £ S a ¡[3 
| y S 
[- m | eren 
[s M Sl | 
sa] s« AE şa | 
3 s| | | 
———M E CUR EMT 
E due els pa 2 
oja e|& e a | e ci 
LU EI 
E A mur DR BAR Dos is 
aja SH epo pun S È S|R | 
j ALEA 
: EM > Due e ei a E ra B 
| z| 2 E s 
Jal sia DE sa | 
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Tabelul 


III. 3 


Calculul cumulat al coeficienţilor ecuaţiilor normale ale corelatelor 
din cei ai ecuaţiilor de condiţie 


(cazul a 3 ecuaţii, eu n eoreetii măsurători ponderate) 
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5 


aflate sînt identice. 


b. Rezolvarea sistemului de ecuaţii 
t elor. Metodele de rezolvare a sistemului de ecuaţii normale ale corelatelor sînt aceleași 
ca Ja rezolvarea sistemului de ecuaţii normale de la măsurătorile indirecte (v. subcap.3.2). 

Corectiile necunoscutelor x,, z etc. se schimbă in corelatele A, kọ etc., termenii liberi 
[al], [bl] etc., în erorile de închidere Wa, Wp etc. 

in principiu, schemele de calcul Gauss-Doolittle, Gauss redusá si de asemenea 
Cholesky-Banachiewicz, calculele de control pe parcurs si finale si verificárile rădăcinilor 


normale ale corela- 


Hal ccv AA oo ÎPS ai 
1 a b c o] | y Tabelul III. 36 
— a b c c -] = H | Observaţii Schema Gauss redusă, de rezolvare prin calcul cumulat la maşină 
p | a unui sistem de ecuaţii normale ale corelatelor (cazul a 3 ecuaţii) 
m" 2 3 4 5 6 7 8 Qai 10 i 
A A PME PC Exec: AI V | | 
- | 4 1 | A : E | Controale 
| c a R || 
1 tw dy b, Cy Sı | ză i E | L [5,=a, +b, + €] =] | : xd T - 
Di | Pa Di Pi Pı | 2 3 : | 
h | . . . . . | "O | — eS — Isi m DER PATATA 
| | | | [aa] [ab] [ac] Wa sı; s*, | s= [aa] 4- [ab] + [ac] +w¿=s*, +w 
| | A] X ECRANS M SEA ts LR RUN Ji lc 1 a 
| | ab] | [ac] w CON 
d An bn Ep Bai e V | —-1|-— TUM 23 — — 1 | Control 1 (obligatoriu) 
= b c G, | Op =Antbn + Cn [aa] | [aa] | [aa] [aa] 
n p An n n p p p | p | | | ER ie a a —— 
n | n n n | n | | | 
` | | | [2 [bb] [bc] | Wp Sa; Sj | $37 [ak]+ [bb] + [bc] -- wy; ete 
| | pai | | ^a RE y 
| l'a b e $]| | [bb.1] | [bc.1] | x [25.1] | [ss 1] I Control 2 (facultativ) 
2| — Lad Lum + B4] del 1 Yi = "I E |. [.1] | [w.11|  [5-1]| "En ; 4 F 
| | = |— | - z ontrol 3 (obligatoriu 
L.S NEN N | : [65.1] | [bb.1]| [55.1] Jor as ) 
x x | 4 A 
$91 = sa z Sos | F [ce] We $35 Sa | 
y | | [ec.2] | [ws.2] [sz 2] | . Control 4 (facultativ) 
mm. i Ly | — = gd —— ontrol 5 (obligatoriu 
RO p p p Pd, | [cc.2] [cc.21' Le i 
| | y A 
5 bb | [2] [55 1] 
ET E E p | Sb 4.3. DETERMINAREA PRECIZIEI DUPĂ COMPENSARE 
X" | | 
| || 
| 4.3.1. Eroarea medie pătratică şi eroarea unităţii de pondere. Formula erorii medii 
m cc co | pătratice mijlocie probabile acoperitoare ug a corectiilor 0,, Va, ..., Vn Se poate deduce 
pată H A | Se uşor dacă se cunoaște tratarea măsurătorilor condiţionate prin reducerea la indirecte. 


În tabelul 111.36 se dau numai schemele Gauss redusă si Cholesky-Banachiewicz 
pentru cazul măsurătorilor condiţionate de aceeași precizie. Pentru cazul măsurătorilor 


ponderate ele se generalizează ușor. 


Ho 


| 


Astfel, referindu-se la cele expuse la tratarea $ 4.2.1 si aplicind pentru po formula 
cunoscută Bessel de la măsurătorile indirecte din capitolul 3, se obţine : 


[v?] 
— > 
R—N 
în care R este numărul de relaţii ale corectiilor si erorilor R = r + n — r — n, 


(IIT. 174) 
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iar N — numărul corectiilor independente : v,,,,..., Va, adică: N =n—r; 
pales [02] [o*] 
formula (III. 174) devine: up = + - zc s (III. 175) 
n — (n — r) r 


în care r este numărul relațiilor de condiție. 
În cazul măsurătorilor condiționate ponderate, generalizind, eroarea medie pătratică 


a unității de pondere va fi: 
Dp? 
TESE ya Ll 
r 


Pentru practicá, toatá problema se bazeazá pe calculul verificat al sumei pátratelor 
corectiilor [v 2] si respectiv [pv?]. A 

4.3.1.1. Calculul sumei pătratelor corectiilor 

a. Calculul prin procedeul direct. Aceste corectii v; se deduc direct, 
funcție de corelate, cu formulele cunoscute ale corectiilor (III. 168) si (III. 177). 

O dată deduse corectiile v;, ele trebuie controlate neapărat, asa cum s-a arătat în 
$ 4.2.2.1 prin [av] = — wa etc. 

Apoi se calculează sumele [v?], respectiv [pv?] cu formulele dezvoltate si se contro- 
lează rezultatele. Se recomandă ca toate aceste calcule să se organizeze cumulat sub 
forma tabelelor III. 37 si III. 38. 

Procedeul respectiv nu are control pentru [v?] si [pv?]. 

b. Calculul printr-o singurá relatie in functie de co- 
relate. Formulele care rezultă din relaţiile corectiilor v;, în cazul măsurătorilor de 
aceeaşi precizie (IIT. 168): v; = a;k, + bika + ... + rjk, si în cazul măsurătorilor 
ponderate (III. 172): piv; = diki + ... + Tiki, 
trebuie să fie calculate cu control: se pot calcula sumele pătratelor lor [02] și respectiv 
[pv 2], prin procedeul care urmează, precum si prin alt procedeu, care se va da ulterior. 
Ambele procedee fiind mai simple şi controlindu-se reciproc, se vor întrebuința de prefe- 
rintá în practică, 

Astfel, multiplicind formulele corectiilor cu 0,, vs, . . 
nabil termenii, se obţine: 


(III. 176) 


. + Vn, insumind si grupind conve- 


[02] = v? + 03 +... + v2 = [av]k, + [bo] Ky + ... + [ro] Kr. 
Dar, deoarece din ecuatiile de conditie : 
[av] = — wa; [bo] = — uy; ...; [re] = — w, 
Tácind inlocuirile, rezultă pentru suma [v?], relaţia căutată : 
[02] = —kaWa — kypy — ... — ku, = — [kw]. (111.177) 


Generalizind, in cazul másurátorilor conditionate ponderate se obtine : 


[pv]? = — [kw]. 


(111.178) 
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| É [av] 


— Wa 


A A Ub 


Caleulul eoreetiilor si a sumei [v?], măsurători condiţionate 


b n 


Tabelul: XII. 37 


Observaţii 


Rp 


qe] | 


Calculul eorectiilor si a sumei [pu?] măsurători condiționate ponderate 


PnYn Un 


= 4 K+... 


= ak p. TK, | 


Pu Un apa c... Yukr| 


Tabelul III. 38 


Observaţii 


Tr, kri 
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Calculul practic al sumei [v?] sau [pv?] se recomandă sá se facă cumulat cu formulele 
(III. 177) si (III. 178) si se poate utiliza convenabil fie analog ca la măsurătorile indirecte 
tabelul triunghiular de rezolvare a sistemului de ecuatii normale, care posedá toate ele- 
mentele necesare calculelor si sumele respective găsite se vor scrie în partea de jos a co- 
loanei termen liber, fie tabelele IIT. 37 sau III. 38. 


c Calculul printr-o singură relaţie în funcţie de algo- 
ritmii Gauss. Plecind dela expresia pentru [v2] dedusă anterior (111.177), funcţie 
de corelate, în cazul a 3 corelate: 


[02] = — [kw] = Kata — kywy — Kk;w,. 


Se înlocuiesc în ea corelatele ka, kp, ko in mod succesiv, incepind cu prima, prin expre- 


siile lor găsite la rezolvarea sistemului de ecuaţii normale, măsurători condiționate, 
Astfel, avind pentru expresia lui ką: 


[ab] k [ac] 


Ua 


b ke cab O 
[aa] [aa] [aa] 


ka == 


se obţine prin înlocuire tn suma [v?] precedentă o relaţie numai cu corelatele k}, k, si fără | 


ka, care se scrie ordonat : 


wi ab Í ac 
921 = == — Ra — AA ] 
e [aa] L [aa] 0. o Pi [aa] 0) hs 


si introducind în ea relaţiile cunoscute ,,algoritmii Gauss de ordinul I" devine : 


9 


mc 
[v2] = pu [m5.1]k, — [m3.1]ks. 


Se înlocuiește gi k, prin expresia sa : 


[bc.1] [103.1] 


= ee im, JA, ore IAE air RU: k. 
- > pps pe 3 


si scriind ordonat suma [v ?] rezultá : 


y? 2 ) 
[v?] = E T [m1] [24.1] — iiec] [05.1] | kg; 
[aa] [80.1] [20.1] | 


sau introducind și notația, "algoritmii Gauss de ordinul II", se deduce : 


[aa] [55.1] 


[02] = — [w4.2] ka. 
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înlocuind şi expresia lui k, prin expresia sa : 


[03.2] 
g Eo. E pe a 
[cc.2] 
se obtine expresia cáutatá pentru [v?]: 


Uf — [w,1] y T02} 
[aa] [bb.1] [cc.2] 


[02] = 


= [00.3]. (111.179) 


Pentru cazul a mai mult decit 3 corelate, formulele se pot generaliza. 


in cazul másurátorilor conditionate ponderate pentru suma [pv?] analog relatiei 
(III. 179), formula (III. 180) dà : 


2 2 
E wy Moe ig 
Ar Ar 


[pv*] ds += : (111.180) 
s] [5 + i a] 
p p p 


Calculul practic al sumei [02] sau [pv?] cu formulele [III. 179] si (III. 180) se puate 
face convenabil, analog ca la măsurătorile indirecte, utilizînd calculul cumulat și elementele 
din tabelul triunghiular de rezolvare a sistemului de ecuaţii normale, cu scrierea rezultatu- 
lui în partea de jos a coloanei control (v. tabelele III. 37 şi 38). 


Aplicația 25. Să se determine precizia, la corectiile de la măsurătorile condiţionate de aceeasi precizie, de 
la $ $ 4.2.2.1. a 


Găsind pentru corectiile v,, Ya şi vy : 


3 9 
v, = — = 0,43 v = — — = — 0,84; v4 = — = 0,21 
7 14 4 
pentru [v?] rezultă : 
: 9 81 9 126 9 
| H I -—— -— - 0,6420, 


49 196 196 196 14 
Pentru control, efectuind [v *] si folosind relatia (IIT. 177) : 
[02] = — [kw] = — kw, 
pentru k — 8/14 si w — — 3 se deduce: 
[9] = — 8/14 (73) = 9/14, 


ceea ce se verificá exact. 
Aplieind şi cealaltă relaţie de control (III. 179) si anume: 


rezultà : 


Ceea ce se verificá de asemenea exact. 
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que ca UM Eu gs, 
r Mr Vaz sită 


4.3.2. Erorile individuale ale valorilor compensate ale neeunoseutelor si eroarea 
unei funetii a lor 


4.3.2.1. Eroarea unei funcţii. Fiind dată funcţia liniară (dacă nu este de formă liniară 
se liniarizeazá) : 


F = fo + fy Xi + faXa + seo fX (111.181) 
în care f; sint constante, iar X; — valorile probabile ale márimilor másurate care sint 
supuse unor ecuatii de conditie, eroarea acestei functii F este datá de relatia : 


(111.182) 


in care inversa ponderii 1/Pp în cazul măsurătorilor condiţionate de aceeași precizie, are 
expresia : 


p E | x 
Py p 
1 e > .1 -99 ip 1) 
p p p 
4.3.2.2. Erorile individuale. Acestea sint cazuri particulare ale relatiilor (III. 183) si 
(III. 184). 
Eroarea necunoscutei X; se obține făcînd în relaţia (III. 181) f; — 1 și f, — fa — se 


+ fifi. = În = 0. 
Relatia (111.183) devine : 


2 2 E. 2 
A C o ful . lore — Dp. (11.483) 
Dy [aa] ^ [55.1] [gg(k—1)] 
jar în cazul măsurătorilor ponderate : 
E | E a] E ET o| 
p p p 
5 HS uel iue E ——. (111.184) 


.y2 ^ 2 Ko ea E 
AET EER GO NET Ou EE > (111.185) 
Pi [aa] [bb.1] [gg(k — 1)] 
iar relaţia (111,184): 
au nu 
b A LC Pi) A o d F$^,r aro e . (111.186) 


4 


4 


EL 
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Calculul sumelor [ff], [af] ... [gf], se face în mod convenabil odatá cu calculul coeficien- 
r ecuatiilor normale a corelatelor. 
Inversa ponderii cu formulele (III. 183) ... (III. 186) se calculează în tabelul Gauss 
de rezolvare à sistemului normal. 

În tabelul III. 39 formula (III. 185) este dispusă în coloana 7, iar formula (III. 183) 
in coloanele 9 si 10 sînt notate operaţiile de control pe parcursul. 


filo 


in coloana 8. 
calculelor. 


Tabelul 11.39 


^ g iCon-| E | 1 f, | Con- 
hy Ka Fs y P trol | pi | PP | " trol 
1 2 ru | a | UE MR | "y IRE GA ER 9 10 
O A A A rm 
| | | | 
[aa] [ab] | [ac] 104 | Sı p | di | [af] | 91 > 
-a Za E Pte E 
[aa] [aa] [aa] [aa] | | [aa] [aa] aa, Ae 
ku [bb] [bc] "M de Wo 0 [^f] a || 
[bb.1]| [bc.1] [wz.1] [55.1] |-| [5;.1] [5 f.1] | [52.1] | — 
Tel ai | Ie d peo pra lo tea mi t 
-1 ———[————-|— — Da] —— | | Da 
[pb.1] | 100.1] | [bb.1J | | [0b.1] [pb .1] [bb .1] 
"vs ZEE ME CR: ed ME e TIR | z o A RÍO 
k, [ec] | Wg | Sa | — e; [ef] 95 E- 
enu y. | ERN 
| 
[cc.2] | [03.2] [53.2] | | lei.2 [ef .2 [9.2] |— 
EE "m , A aem] (uL EAE E 
e [w3.21 | [$5.2] |). EET Hm. E 
[cc.2] [cc.2] | [cc.21) | [ec.2] [cc.2] 3» 
kg = | 1 YA 94 > 
7 | z | 13 A | 
1 put | | 
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1.4, CALCULE DE COMPENSARE, iN NIVELMENT SI TRIANGULATIE 


4.4.1. Calculul de compensare a unei drumuiri unice si a unei reţele simple de nivel 
ment geometrie 


4.4.1.1. Compensare drumuire unicá de nivelment geometric. Se fac urmátoarele notații 
(tig. III. 15): 

hi: diferența de nivel probabilă; 

hi: diferenţa de nivel măsurată ; 

v;: corectia probabilă; 

n; : lungimea tronsonului de nivelment, în km. 


40 Ts nz /L ¿l-t ; n Oa 
7 2 K-t 
Fig. III.15. Drumuire de nivelment geometric. 


În calcule se pleacă de la relaţia de bază: 


h = hi + vi- (111.187) 
Ecuatia de conditie unicá sub formá matematicá este : 
n 
Y, hi — (Hp — Ha) = 0. (111.188) - 
i=1 
Ecuația de condiție a corectiilor rezultă : 
vi Hoa +t... + 0 HF w=0, 
în care termenul liber va fi : 
"n 
w = > h; — (Hg — H 4). 
i= 
Ecuația normală de formă generică va fi : 
BEN E (111.189) 
P 
dar, deoarece 
Pi- ES si q; = +1, (111,190) 
ni 
relatia (111.189) devine : 
NK + W=0, 
n 
in care: N = Y ni. 


TEN T n-- 
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Calculul corelatei dá; 


Ww 
K--—-—. (111.191) 
N 
Calculul corectiilor rezultá : 
1 
YE ses aiK, 
Pi . 
sau, tinind seama de relaţiile (III. 190) si (III. 191) : 
py a do, 2 (111.192) 
N 
Din relaţia (III. 192) rezult proportionalitatea corectiei cu lungimea tronsonului 


respectiv. , 
Calculul diferentelor de nivel probabile se efectueazá cu relatia (III. 187). 
Calculul preciziei pentru eroarea unitátii de pondere se efectueazá cu formula : 


am je; R — 1. 
R 


Observaţie. Dacă în (fig. III. 15) B coincide cu A rezultă o drumuire inchisá. In acest 
caz relaţia (III. 188) devine: 


n 
Y h; — 0, (111.193) 
i71 
jar termenul liber se transformá in : 
n 
v= Y hi AA (111.194) 


i=1 
Restul calculelor este același ca mai înainte. 

4.4.1.2. Compensarea unei rețele simple ~ 
de nivelment geometric. Se fac următoa- 
rele notații (fig. III. 16): 

l;: diferența de nivel probabilă pe 
secțiunea comună a poligonului i cu 
poligonul j; 


h ü : diferenta de nivel másuratá : 
U; : corectia probabilă ; 


n;;: lungimea secţiunii, in km; 


Pi; : ponderea secţiunii. 


Astfel, rezultă următoarele relaţii: Fig. 111.16. Reţea de nivelment geometric. 


hj; = — hj; Di — vj nij = Nji; Pij > Pii» lid 
il 
în care: hij = hi + vijs Pu E — - 


nij 
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T y —— 
Numărul ecuațiilor de condiție este dat de relația : 
R=DRT Ai, (111.196) 

in care: P este numárul poligoanelor ; 

T — numărul punctelor fixe (vechi). 
Se poate avea T 7 1. Dacă T > 1 rezultă o reţea constrinsă, iar dacă 
© reţea liberă. 

Ecuațiile de condiţie rezultate din figura III. 16 (reţea constrinsă) sint : 


T = 1 avem 


lo + Jg + Tg = 0 
— hia + hos + hag = 0 
(111.197) 
— has + lao — Hg =0 
hio — z — (H4— Hg) =0 
iar ecuatiile de conditie a corectiilor sint : 
Vio + Vig + Vig + w, = 0 
— Vya + Ug, F Vog + Wa = 0 
(111.198) 


—Ugg + Ugo — Vis + Wa = O 
A Uo — Usa + w=0 
Termenii liberi w; se calculează cu relaţiile : 
e s = 
w; = hio + hig -+ hig 


w= h 


do — P — (Ha— Hp). 


Sistemul normal al corelatelor k,,...,k, scris in mod simplificat, in mod generic, este: 


dios k, + ab k, + Me ks + ad k, + w, = 
p p p p 


© 


(111.199) 


E 
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Tinind seama de ecuaţiile (111.198) si de faptul că coeficienţii aj, bi, cj, d; au valorile 
PA sau 0, iar pij + 1/n;;, sistemul (III. 199) se poate serie sub forma simplificată : 


+1, 
Nki — Nizka — nggk4 +w=0 
Naka — Nok. ng4,K, + W 0 
ic 27 EPRE ae + (111.200) 
Naka + w = 0 
N4K, + 4 — 0 
unde s-a notat: 


+ Mza T Map 


2 
E 
| 
9 
E 
2 
5 
| 


sau, în general: 


Observatie. Sistemul (III. 200) poate fi scris si direct de pe figură. 
in continuare se rezolvă sistemul normal (III. 200) al corelatelor. 
Pentru calculul corectiilor vi; se obțin formulele : 


1 
= nig; vij = - (k; — k;) = nij(ki — k;), 
Pio Pij 


in care : i este poligonul in care se calculează corectia ; 
j — poligonul vecin. Lm ' 3 

Controlul calculului corectiilor v; se efectuează prin introducerea lor in sistemul 
(IIT. 198). p E 

Calculul diferentelor probabile de nivel se efectueazá cu relatia (III. 195). : 

Verificarea finalá a compensárii se realizeazá prin introducerea diferentelor probabile 
de nivel calculate anterior, in sistemul (IIT. 197). 

Se calculeazá eroarea unitátii de pondere cu formula : 


IT v? 
Tm yum : / | F 
/ 


*M R ; R 


Calculul sumei [pvv] se efectuează prin două metode : 


y2 v? 
[poo] = — [kw]; [pvo] = ES = 4 


n 
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Aplicația 26. Tn această aplicaţie se rezolvă compensarea unei reţele de nivelment. Datele initiale sint cuprins : a. E nformitate cu formula (III. 198) sint : 
ge în tabelul IIT. 40, coloanele 2 si 8 si diversele notații sint indicate pe figura 111.17, 1 Ecuatiile de conditie à corectiilor in coni 


Numărul ecuaţiilor de condiţie sint în conformitate cu formula (III. 196) : 


| v; — v. +v — 12 2 0; Va — Vj — Ys t 18 — O 

R=P+T-1=4+3-1=6. i 
I tot 9 — 0; Uu — Vo + Y t 18 =0 
vg + v — vy — 10 — 0; —9y — € — vg — 14 — O 


unctiile ndere a (tabelu . pentru calcu. preciziel € Jr puncte esp y a sint ; 
F tiile de pond F,, Fa (tabe III. 41) tru calculul preciziei otelor punctelor c şi r ecti t 
netii 1 


| F, = hg — ħa, pentru punctul c 


Fa = — My pentru punctul 4 


Controlul rezolvárii sistemului este dat de: 


US, — wk] = — [w], 
| uS al 
] M- — iw] = — 3,99 = : 
A adică : 
| Controlul calculului [pev] (tabelul III. 42) se efectuează cu relația : 
103444 + H 
8 cs. 
Fig. 111.17. Schita retelei de nivelment geometric. | [ gr ] [s [ : :2] 
i 2 21 c n9]; 
1 | wi wal — , — ey?) = pol — — wi = ES. T ES ce ră: 
Tabelul II. 40 $ ds CR [ e >] is ] as :] p 2] 
— o | oe a ) 
\[ p ] [ p ] L? d 
Datele initiale si finale ale refelei de nivelment din figura III.17 ^s 
[pev] = — [kw]. 
" - sau: P. i T telor c gi a sint : 
Nr. Diferente de nivel A. Coi Ta mes de steel i Caleulele erorii unității de pondere y. si al erorilor cotelor punctelo 
tronsonului măsurate Hi "à SUE PA | 
km hi 
1 2 3 Epa " 5 E 2 EEN 
———————————————————ÁÉÁÉÁÉÁáÁ—á—— ———41 1 3 re » T | 02,42... + 4,2 mm/km; 
" | ] . pi Ly 
| | | |. "E 6 
1 + 2,103 6,00 | +1 2,104 i 
2 +17,330 | 3,90 | 22 17,329 1 
E +15,215 | 5,20 +10 | 15,225 6 
1 + 3,159 9,40 =2 | 3,157 EE "i 
5 -- 20,480 5,00 te m 20,486 Nace pt + = i ae VITA = + 6.93 mm; 
6 + 7,352 1,20 | 4 7,350 l 5 Pp, 
7 --12,125 8,50 | —9 | 12,116 
8 +32,615 4,70 | —13 32,602 
| 9 + 1,103 0,80 | —3 1,100 
| 10 +17,382 10,50 —5 17,377 DET aM mina 
1 | | P A ti 2V 0,65 = + 3,36 nm. 
11 + 8,908 1,80 | 55 ue] 8,903 3 mp — Eu ve + 4,2/0,05 Y 


Tabelul 111,41 


Trecerea de la ecuaţiile de condiţie la ecuaţiile normale, calculul eoreetiilor v E 
(după rezolvarea sistemului normal) si calculul [pov] z 
H 
mE— — L ————————S —— ÁÉ————— — ÁMÁ— À—— OMOLLLD7»DEeáóa o em 5 Ei 
aid a; b; | e | d. | e; | f. | ? : | | m. | Pi— | LA | v E 
¡3% i | i i i | i i Pi | Fa | S=] n | =1m, | E m | rotuli x 
OMNE LIU ELI E e ge cx ep T $ aa | 4 E 
[xnl egi tru "AGE 63.31. "ess y ar at 12 | 13 I0 HS 5 
e I. 
¡AA TUS PEREA CEA EEE LES LA ESE z 
30 ie a e == | > 2 [0 | 39 | 0,26 | — 134 03998 |- 1| |8 
ks IID popup = : L | | 0 | 52 | 0,19 | +10,32| 20,2355 | +10 EN 
E E ESTEE HA A AA 03| = 2.29| 0,5768 | — 2 = 
Km mur pcd uS LONE E T CE: [pm oc a Pa 5,0 | 0,20 | "+ 5,13. 5,8970 | + 6 c 
EA D JNE AE AE 2,20| 4,0656 | — 2 > 
: S O A e T E O o a A O O AO OL AE 9 
m Pin o A pm Dj de? | 25i — 0298 25,0855 | 18 B 
2 : — joi 1-1 | > | 21| 21| 08 | 125| — 3,39 143601 | — 3 9 
roii RET. TR Ene casu IE [3 5,25| 2,7562 | —5 | | 
111 E a | | |o | dem Mo nd TAME 4,331 10,3119 | — 51 z 
| | FEZ] E a s z 
Y dp ond d : r3 : JB E: 1 , | | [pov]=102,4202 S 
a s] | | | 4 | |t = x 
: E E. E Xe Luce ci i | 
w | f2 | +9 | —190 | +18 | Seta 7 14 = bie um | — [kw1—102,8320. Q 
Ik | --0,0075| —0,024|+0,843 | —1 „909| —2 9. „409 + 1,832] ELA SEAT — B 
EN | ES Ka | ka | E | Kg c m ——n |c ontrol | e, 
181 |_ —59.| 0 LE EN 0 135-1 6001 810; | " 
18,3 | —5,0 | 9 | 9 | 9. |-94| 0 Are A 
7182. | 5 T ERN =J (0 AO a 3 z 
SAEZ OEA OS 9 | 0: | i 
13,11 —08| 0 |—0,/410| +1,0 | y 
~ 1 105 |-1,2|-0,8|--0,8| +0,8 | S 
10,61 0 OSO z 
+0,8 |+ En +08 bi 
— à - i Ani — 
labelui 111.42 
Rezolvarea sistemului normal ai corelatelor si ealeulul erorilor funcţiilor 7, $i P, 
I | | 
| kı Ka Ka Ls ks | Kg w Si | FP, Fa Sa Control 
| Le 
1540 — |-3 900| 0 - 5,200| 0 0000 — 6,000 o | 9 |- 6000) — 
RET M L— —- - zici EE EP acele 3 d |I— 
-1 0 |+0, 258| o l+ - 0,344 0 0 + 0,795 0,3397 | 0 | O0 [+ 0,974 0,397 
oa 3 FA | Ta TEA: 
k,=-+0,075| 18,300|— 5,000 - dv E L 0 | 2 9,000 18,400 9, id .0 | 900) -— 
17,290|— 5,000/— 1,3400 0 5,900. 16.850 — 9,400) 0 70400) Saes | S 
A a RE. e (S^ Er] Å >= xu. = 
| — 1 |+ 0,289/+ 0,077, üz 1 3 — 0,941 —0,974 | + 0,544| 0 — |— 0,431|— 0,431 = 
M EPA oa " = —M T -— — | = TL | 
—— | | — > 
k,— —0,244| 18,200/— 4,700 0 — |— 8,800, — 10,000 | 10.000 | 6i re - ETT > 3 
16,760|— 5,090 o  |— 8,500 — 8300 | -—5130 | — 2,20] 0  |— 2850 — | |% 
SEMI E a PERI | | A 
—1 [+ 06.304 0 |+ 0,507 + 0,495 +0,306 | + 0,162| 0 |+ 0,468/+ 0,468 9 
: - ELE F -~ | IA | - | E 5 
k = +0,843 20,400 —10, 500 0 |- 18,000 | +18,000 | 0 | O " [418,000 — > E 
16,960] —10,500 — 2,5801 11,800 | 15,670 | — 1550 O0 | 14120 — — Z 
-—1 |4- 0:619|+ 0,152] — 0,696 _ | o 0,924 | + 0.091] . 0  |— 9,899 — 0899. | 
k = — 1,909, 13,00]— 0,800| + 13,000 14800 | — 0 |— 0,800 14,000, — 
| 6,600|— 2,400 20,300 24,500 | — 0,960 |— 0, 800| 22,40  — 
a M ie bs. | | 
[ Za [E 0364| — 3,0760 | —3,712 | + 0,145|+ 0,121|— 3,445|— 3,446 
k, = — 2409| 10,500 — 14,000 | —12,800 | — 1,200|-- 0, 800| —13,200| — 
- | 4,930 — 9,030 — 4,100 | — 3,160 |+ 0,510|— 6,760| = | 
| X pc m + 0,832 | + 0,641|— 0,103|-- 1,371|+ 1,370| 
Kc riam. * 1,000 | 10,600 | 080 — | — 
_—102,8589 | —106,8347| — 7,860|— 0,59 — | -~ 
[vo] = | --102,8589 | --102,8347| SE rA S 
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1.2.2. Compensarea unei triangulatii sub formá de triunghi unic. 
4.4.9.1. Măsurători de aceeaşi precizie. Se fac următoarele notații (fig. IIT. 18) : 
X;: valorile probabile ale unghiurilor ; 
lı: valorile măsurate ale unghiurilor ; | 
vi: corectiile respective. | 
Se utilizează relaţia de bază: 
Xj = l; + vi (111.201) 5 
1 | 
Ecuatia matematică unică de condiţie este: | 
B X, + X, + X, — 200 = 0; 
= sau, tinind seama de relaţia (111.201), rezultă: I 
2 
0, + Ug + 04 + w= 0, 1 
| 
in care: w= l + la + lg — 200. i | 
Ecuația normală a corelatei unice k este; miN] 
[aa] k + w — 0. (111.202) l 
r2 X Dar, a; — +1 si rezultá: | 
A 3 C a 
Fig. IIL18. Triunghi plan cu 3k+w=0; k= — E 1 
toate unghiurile másurate. 3 A 
t t ff | 
Calculul corectiilor v; si al preciziei m se efectueazá cu relatiile : i. | 
"N 
/ m i 
1 qk = B ss t 81 
3 
: m w | 
m= + A Ao | 
3 I3 | 
4.4.2.2. Măsurălori ponderale. Ín acest caz, ecuatia (III. 202) va fi de forma ET 
aa 1 2 
—ik+w=0;|—|k+w=0;k=-— TT | 
p p 1 | 
p | 


Astfel, corectiile v; și eroarea p. a unităţii de pondere sint : 


1 
v; = ajk = E k=- is JP | 
Pi Pi pi | 1i | 
P | 
w 
==> | 
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4.4.3. Compensarea unei triangulatii, poligon eu punct central 


1.4.9.1. Prima categorie de notații utilizate de unii autori. Acestea sint urmátoarele 
«tig. 111.19) : 


ai» Bis Yi : valorile probabile ale unghiurilor din triunghiuri ; 

(a; (Bi) (yj): valorile măsurate ale unghiu- 
i rilor din triunghiuri ; 

v, : corectiile unghiurilor. 


Bi Yi 


Astfel, rezultă următoarele : 


«ij = (aj) + Va. 
Bi Zi (Bi) an Va, 

1 
Yi — (1) +0, 


(111.203) 


icd 


Numárul ecuatiilor de conditie este egal cu 
aumárul măsurătorilor supraabundânte : 


ín care 


Fig. 111.19. Poligon cu punct central 
cu toate unghiurile másurate. 


R=N-AB-2)=15 — 26 — 2) = 7, 


unde: R este numărul ecuaţiilor de condiţie in cazul figurii (reţea liberă) ; 


N — numărul mărimilor măsurate ; 
P — numărul punctelor, adică al virfurilor triunghiurilor. 


Ecuațiile de condiţie sint următoarele : 
1) Ecuațiile de figură sub formă matematică : 


a; + Bi + y; — 200 = 0; i = 3025.59 (111,204) 
Colosind relaţiile (III. 203) rezultă ecuaţia liniară de conditie a corectiilor : 
v +o, +0 +w=0,i=1, 2s O (111.205) 
9 "i Yy 
2) Ecuația de sumă a unghiurilor într-un punct : 
Y y; —400—0. ¡=1,2,..., 5. (111.206) 
i-1 
Ecuatia liniará de conditie a corectiilor rezultá : 
(111.207) 


y ES 
2 y, +wy = 0. 
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3) Ecuatia de acord laturi : 


5 
II sin a; 


i=1 


= —1=0 (111.208) 
IT sin 8; 
¡=2 
Liniarizarea ecuatiei (III. 208) se poate efectua in diverse moduri si anume : 
— cu valori naturale rezultind : 
5 5 
y cotg(a;) Va, — Y cotg(B;) Da, + wr = 0, (111.209) 
mn i=1 
unde : 
P,— P 5 5 
w, = pe CODD ; P,— [I sin(z); P,— II sing); 
1 i-1 $21 


— cu logaritmi rezultind : 
Y AB v, +w — 0, 
la B Bi L 


5 
` : -— 
y Aa; Zh 


i-1 


(111.210) 


unde : 


5 5 

V Jg sin (a) — Y lg sin (Bj), 
pă & 

i-1 i-1 

în care Aq;, AB; sint diferenţele tabulare de ordinul n zecimal a lg sin 1, 


4.4.3.2. A doua categorie de notații, utilizate de alli autori. Acestea sint urmátoarele 
(v. fig. III. 14): 


1 2 


EN ele valorile unghiurilor probabile ; 
(1), (2), ..., (12): valorile măsurate ale unghiurilor ; 
Vis ..., Ug : corectiiie probabile ale unghiurilor. 
1 15 y 


15: 


Numárul ecuatiilor de conditie este egal cu numărul măsurătorilor supraabundente : 


R=N-— AP — 2) = 15 — 26 — 2) = 7, 


unde: R este numărul ecuaţiilor de condiţie in cazul figurii (reţea liberă) ; 
N — numărul unghiurilor măsurate; 
P — numărul punctelor, adică al virfurilor triunghiurilor. 


1 
t 
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Ecuațiile de condiție cu noile notații sint : 


1) Ecuațiile de figură : 


+1j— i 


din care rezultă ecuațiile de condiție ale corectiilor : 


U, + Va + Ug + w 0 


Vis + Vig + Vis + W = 0 
2) Ecuația de sumă a unghiurilor într-un punct : 

3+0 totp — 400 — 0, 
din care se deduce ecuaţia corectiilor : 


Uis + 


Da + Ug + Va + Dg + ug = 0. 
3) Ecuatia de acord laturi (ecuatia de pol) : 


sin 1 si sin 4 sin 7 sin 10 sin 13 


(111.211) | | 
sin 2 sin 5 sin 8 sin 11 sin 74 


Liniarizarea ecuatiei (III. 211) efectuatá cu valori naturale sau logaritmi dà : 
— cu valori naturale: 


cotg(1)o, — cotg(2)p3 + cotg(4)v, — cotg(5)05 + 


cotg(7)v, — cotg (8) vy + cotg (10)0,9— cotg(11)0,, + (111.212) 


+ cotg(12)ug — cotg(14) vi, + w, = 0, 


unde : 


w, = ; P, = sin(1) sin(4)... sin (13); P, = sin(2)... sin (14); 
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— 
— cu logaritmi : 
Ayo, — Asa + Agp, — Agps + Az07 — Agos + AyoUjo — 
— Agi + Anais — Aiaia + w, =0; (111.213) 


unde: w, = lg P, — lg P}; 


A; este diferența tabulará de ordinul n zecimal a lg sin 1°°, 


4.5. TRATAREA PE DOUĂ GRUPE A ECUAȚIILOR DE CONDIȚIE 


4.5.1. Tratarea generală pe două grupe a ecuaţiilor de condiție, metoda Krüger. Această 
metodă se folosește la împărţirea pe două grupe a sistemelor mari de ecuații de condiţie, 
ceea ce reduce volumul de calcule si dă posibilitatea de utilizare a unei mașini de calcul 
cu capacitate mai mică. 

În principiu, se consideră că un sistem de r ecuaţii de condiţie, avind numărul corec- 
fiilor v; egal cu n, este divizat în două grupuri : 

— grupa I cu h ecuaţii: 


[av] + Wwa = 0 


[bv] + wj, = 0 


(111.214) 
[hw] + w, — 0 
— grupa II cu / ecuaţii: 
[av] + tva = 0 
=0' 
[Bv] + wg (111.215) 


[20] + w = 0 
astfel, rezultà : r —h-4l. 


Tratarea in bloc a sistemului (III. 214) plus (III. 215) ar conduce la un sistem normal 
mare ale corelatelor cu r ecuatii de rezolvat. Ín metoda Krüger, cele douá sisteme normale 
care se obtin sint mai mici si se rezolvá separat, si pentru ca solutiile sá fie identice ca in 
cazul tratării in bloc trebuie ca sistemul (III. 215) să se transforme înainte de tratare in 


| [Av] + wa = 0 


B n = 
gi ur ex (1IL216) 


| [Lv] + w, =0 
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Din tratarea teoreticá rezultá conditia necesará si suficientá pentru a rezolva separat 
atiile de conditie (III. 214) si (III. 215): 


ecu 
[a4] = [^A] gms [hA] — 0 
[aB] = [bB] = ... = [RB] = 0 (111.217) 
[aL] = [bL] = ... = [hL] =0 
Fácind notatiile : 
v' : partea de corecție rezultată din sistemul (III. 214); 
pr: partea de corecție rezultată din sistemul (III. 216) si folosind condiţia : 
[ov] = [v'v'] + [vv] = minim, (111.218) 
se demonstreazá cá: 
[vv] = 0. (111.219) 


Sistemele normale ale corelatelor corespunzátoare grupelor (111.214) si (III. 215), 
tratate separat, sint: 


[aa]k, + [ablka + ... + [ah]kn + w, = 0 
| [bb]k, + ... + [bR]Es + wa = 0 (111.220) 
| [Rh]k, + wy = 0 
( [A4A]k4 + [AB]kg +... + [AL]k] + wa = 0 
á | [BB]kg + ... + [BLlkz + wg — 0 (111.221) 
i [LL]kz + wp = 0 


După determinarea corelatelor ka ... Kj, Ka... ky, din sistemele (III. 220) si (III. 221) 
calculul corectiilor v; se va efectua cu relația : 
p = Qika + biko +... + hikpn + Aika + Bikp + ++. + Likp, (111.222) 


Care se poate serie si sub forma: 


(111.223) 
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— MN 


án care: 


vi = aiki +... + hik;, (11.224) E 


vp = Agka + Bikp +... + Loki 


(111.225) 


, LEA 
unde: vi si vi sint corectiile primei grupe si respectiv celei de a dou y 
S $ 2 a grupe 
'separat. grope, A 

Coeficientii transformați si termenii liberi ai sistemului (III. 216) anume Ai, Bi, Low 
etc, se demonstrează că se determină cu relaţiile : PE 


A; = 0% + Qi Q1 + bi pis + --- + ipin 


Bi = Bi + ai Par + bi Qoo + --- + Pipon 
| (111.226) 


|L;—Og a, Pu + bi gis + --- + Rip, 


Wa = Wa |- W Cu + Us ya E... =$ Wh Pan 
Up = Wg t Wi Par + Us Pos + »-- + Wh Pon 


(111.227) 


w, = W+ 0, Q + Wa pig + ...+ Wh Pth- 


Corelatele auxiliare p;; se determină pe baza condițiilor (III. 217). 


Astfel, în sistemul normal al corelatelor (III. 220) corespunzător grupei I se înlocuiesc 
cor elatele k, cu corelatele auxiliare e si termenii liberi w, cu cantităţile : 


[aa], [ba], ..., [hx], pentru determinarea corelatelor On: Paz ---> Pan 


[a8], [bB], ..., [AB], pentru determinarea corelatelor Par Pam ---> Poh 
S ^' — (111.228) 


[aX], [hA], ..., [hA], pentru determinarea corelatelor Pli» Pla >>> DIR 


De exemplu, pentru determinarea grupei de corelate auxiliare o, 
Pa 


De ex - Oa ON se 
obține sistemul : v" s-- 


[aalez + [ab]ess +... + lablez, + [ag] = 0 


[ab]os, + [bb]pss +... + [bb]gg, + [b8] = 0 
à " Pet dM (111.229) 


[ah]os, + [bħ]pz +... + [bh] 


Pan + [hg] =0 


Obser valie. Penti u deter minarea core 
'elatelor auxiliare trebuie Z e š 
e e rezolvate l sisteme 
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5.2. Caleulul preciziei. Acesta se efectuează utilizind formula : 


m= + : — s 


L] eeit peT 


in care : r=h-+l (111.230) 


Inversa ponderii unei funcţii este : 


1 taf]? 


SWP AF]? 
T9 [hf(h — 1)? _ [AF] 
Pr 


[hh(h — 1)] [AA] 


[aa] 


[BEAR 
[BB. 1] 


[LEA — DP, 
[LL(L — 1)] 


1.5.3. Ordinea ealeulelor, În mod practic, ordinea este următoarea : 

— stabilirea celor două grupe de ecuaţii (III. 214 ) si (III. 215); 

— rezolvarea grupei de ecuaţii, cu determinarea corelatelor respective kg, ...,k, din 
sistemul (III. 220) si a corectiilor corespunzătoare cu relaţia (III. 224) ; 

— determinarea tuturor grupelor de corelate auxiliare o, cu ajutorul sistemelor normale 
de forma (III. 229) tinind seama de relaţia (III. 228) ; 

— calculul coeficientilor si termenilor liberi, transformati ai sistemului (III. 221) cu 
ajutorul relatiilor (III. 226) si (III. 227) ; 

— rezolvarea prin procedeele cunoscute ale grupei a II-a de ecuaţii, cu determinarea 
corelatelor K 4, . . ., kr, din sistemul normal (III. 221) si a corelatelor v” cu relația (III.225) ; 

— calculul corectiilor totale cu relațiile (III. 223) (v; = v; -+ vi^); 

— calculul preciziei cu relatia (III. 230). 


Aplieatia 27. În această aplicație se rezolvă compensarea pe două grupe a unei triangulatii prin metoda 
E r-Urmaev. În cazul compensării pe unghiuri a trianzulatiei, metoda Krüger-Urmaev se recomandá a fi 
tă intrucit aduce multe simplificări în calcule datorită formei speciale a unor ecuații de condiție care apar 
într-o triangulatie. 

Principiul care stă la baza alegerii ecuațiilor de condiţie din grupa I, pentru ca simplificarea metodei să fie 
substanțială, este că în această grupă fiecare ecuaţie trebuie să conţină numai o parte din necunoscute care 
nu se mai repetă în restul ecuaţiilor din grupa I. Din această categorie de ecuaţii fac parte ecuaţiile de figură. 


De asemenea, se recomandă ca in grupa I să se ia cit mai multe ecuaţii posibile. 


Dindu-se mărimea lungimii laturii CD = 20443,577 m si unghiurile 2 — 75, măsurate (v. fig. III. 14; tabe- 
lul 111,43, coloana 3), compensarea se face astfel : 


În prima grupă a sistemului (LII. 214) se iau ecuaţiile de figură : 


Uu la ts Ln 0 [^ da da 1: Pi lz a, 0 
UN Us UT Wa = 0 bi = bg =b =0; by = 0g = be 1 b. b, 0 
ty ta tro Wa 0 
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Tabelul 111,43 


Calculul termenilor liberi ai ecuatiilor de conditie si calculul elementelor definitive ale reţelei din figura IIL21 


————— 3 
| | Corectia f | 
| rit do rit a | A Logaritmul | 
2 Nr. Unghiul müsurat | UE | Ucrania d | A a doua Unghiul compensat lg sin « laturii | 
| unghiu- unghiu- redus la planul | j , lg sin «^ | (10-5) v. | 
lui lui de proiecţie vi | ti | k | 
PS S VS OE ORE MAD dal OS Lied ta b dE g7 | 7 9 10 n | 
1 Seil 8 4 5 6 | 7 LM M——————————T| 
A EID LETT DE LI cb px Guo] A A cr POE KU I capo pr RC c. e xc CC IPC E T o — | ^m | 
| | pee j Be MEC | | — 3,09 | 50.56.94,08 1,85333490 4,04880167 | 
| 1 50.56.96,98 | +0,19 |  50.56.97,17 1,85336997 | 67,1 | +086 | 90.72.36,24 1,99537307 4,19083984 
I : | Mi is ee | e 8 |  1,99537298 10,0 | 12.23 | 58.70.69,68 1,90140501 4,09687178 — — 
| ` | 58.7 7,5 ) --0,1€ | 58.7 5 x — T ofr ^E n. RT ^ 
| | — -— ——— — ——— —— —|— E — —— Ph ka n 
— | 199.99.99,44 +0,56 » a NE NOTA ARA ITE, OA 
| F 7 E = | - di zt | 
w | — 0,56 — - v | E ==> ES y or AUT i j IT REDAT En 
5 id O a Ta TU | PIAN MN Bp | 29190 41 73.63.09,55 1,96162844 4,19661287 
4 73.63.13,43 —0,89 73.63.12,54 1,96162934 | 30,0 | | 12.60 45.15.97,60 1,81381724 4,04880167 
| 5 45.15.95,89 | —0,89 15.15.95,00 | 1.81381518 | 79,4 | | ++ 050 81.20.92,85 _____1,98080050_____|___ 4,21678493 1 
II | $6 | 81,20,93,35 | —089 |  81,20,92,46 | | [——————— $a 
| E Y MII i 
| ES | A 57 TOTO 
| = 200.00.02,67 —2 67 200.00.00,00 | 3 = p ii TE AEP y IU 
Îi — M äi Ep PT P | 
| 4 e | — m KE | 
| 014 +2,67 | ES 14] EE | i | —- d — | -———— ———- EE TV I E URN Oo T 
— —-—-- DE Se — ——— a | ES e€— z OE —— SE | A Š o XA 
| | 32.89.65,6 1,69376796 4,00805673 | 
7 32.89.75,18 —381 |  32,89,71,37 1,69377487 | 120,0 | | seper 1,87232625 * 4,19661287 | 
8 53.53.79,78 | —3,81 |  53.53.75,97 1,87232410 | 61,1 4224 ' 113.56.54,90 1,99006507 — (| 4390400088 —— — 
III | 9 | 113.56.56,47 | —3,81 | 113.56.52,66 | | —: STE: Qe ELO | 
| | | ar A € | = | ES LE LOREM 
| pum 200.00.11,43 —11,43| 200.00.00,00 | E | — | za "AS EEG [I SE 
[UE w + 11,43 E | a MAT 4 ml eI Ur ART YER A 2. DADA 
| a sium Pay PAGE. aa ^| . - 2,34 89.68.84,52 1,99427797 pif | 
10 89.68.86,07 --0,77 89.68.86,84 | 1.99427823 | 11.19] | 12.19 45.77.61,79 1,81866826 4,00805673 | 
| E A gd Apes IO | gd ag 1,81866655 | — 77,9 j| +013 _ 64.53.52,69 1,92880745 | 3,93686418 — | 
| Corée AA AE ll AAA T ON TUTO ta a să bb Aer Suita păi | | — | | 
| | | 1 1 E us = E aera] 
Ioh: 199.99.97,68 | +2,32 | 200.00.00,00 | — TESS e talie Abla arica pd it Daia A A zeii + me | 
| -as — — —— — | ————— |— — — - —— — | — —] l | 
zi E | = za 
| w ADD. uL = | Li | E | ml A CERCA EE A AT AN RATA GARI 
[s === A E IPEP E | — | ad | 58.72.97 6( | 1,90154395 4,19083946 | 
| 13 58.73.33,45 —2,55 58 73.30,90 |  1,90154566 | 51,7 a md | qu | 1 90436845 | 4,18367296 | 
| 4 59.28.44,08 —2,56 59.28.41,52 |  1,90436744 | 50,8 | | MEL 81.98.28,89 | 1,98237014 | 4,16604310- | 
15 81.98.30,13 —2,55 | 81.98.27.58 | A | — CES PAE Y ig | 
ANEN " Ara zai 1 | 5 | M n 
| d dial MEN. dices ume 
pase i b Eor T i 7 | th | i, ES 
w +7,66 — w = | 4-1882.10-8 | n | VOLU RU pe 22 T ET. cm. » E LEN 


| | 
| y » i | 
| | — | 200.00.076,6 — 7,66 | 200.00.00.00 | $ me Sive 
| | 
| | n. 
| 
| 
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Sistemul normal al corelatelor corespunzátor grupei I (III. 220) va fi: în mod analog rezultă : 
[aa] Ka + w70: Bka — 0,56 =0 
run Tw UY NC IL NS. NER 
[bb] de, Fay — 0; 3k, + 2,67 0 
[ce]k, +w, — 0; 3k, + 11,43 =0 
€ e € 
E i0: 8B poa 
[dd ] ka + Wa 0; 3k1 2,32 0 
[ee] k, + a 0; 3k, + 7,66 = 0 Calcu 
aceasta deoarece toti termenii dreptunghiulari sint nuli. 
Sistemul obţinut se rezolvă fosrte simplu, rezultind : 
k : k f 
= a A = 
A z Wwa’ "a + 0,19 
3 i 
x - hs d - 0:8 
ky - Y b^ k, 0,89 
3 
, 
vi V5 7 Ug = + 0,19 
+ , , 
pi vsu ta e 0,89 
TI A ,l = —-9 ER 
Lomo El do 
Aceasta deoarece : 
Ui ak: t akg? a ask, A | 
y : "y 
a; = da da Low ka m y 
E 15 
Deci, rezolvarea sistemului normal al corelatelor corespunzător grupei I şi calculul corectiilor H , revine la a 15 B 
repartiza in mod egal neinchiderea in fiecare triunghiu, la unghiurile triunghiului respectiv (neinchiderea A la Y i Y ; 
2008), Aceasta s-a fücut in coloana 4 a tabelului 111,43. Grupa II de ecuaţii (111.215), cuprinde ecuaţiile de pol " ` 13. , Bas = Bis + a Bis t 
în punctul F şi de acord laturi, care, scrise sub forma ecuațiilor liniare de condiție a corectiilor ($ 4.4.3), devin Ais = Gs + Pis = Cig 3 S $ * E y: 8 
Ug F vg t Up + Vig + vs + wy — 0; | sau, in general: 
ViA — vA, + 0444 — 0585 + 0787 — Ajo — nu + MA — cu Ay + wg = 0. 
Calculul coeficientilor A. si termenul liber wg al ecuației de pol s-a făcut in coloanele 6 si 7 ale tabelului IT. A; ds , B; uc A i 


Calculul corelatelor auxiliare este : 3 M 
1 Calculul s-a efectuat in coloanele 11 si 12 ale tabelului IIT. 44 si anume fiecare coeficient (ramai Oxi e futa 
AS Op e bate) oon chasis aa i = loa cds To. egal cu coeficientul netransformat corespunzător din care se scade 1/3 din suma coeficienţilor netransformati Ca 
: fac parte Qin triunghiul respectiv. 


Nr. tri- 
unghiu- 
lui 


Nr. un- 
ghiului | 


Grupa I 


Ecuațiile de condiţie si caleulul coetiei 


Grupa II 


8107* 


+0,67 0,67 


—0, 10 — 0,10 


0,30 0,30 


0,79 — 0,79 


8 | — — +1 - = —0,61 
MeT | 4 : 

9 ES - Ha z 41 —. 

TOM SS - E F1 ^ eit) 


r= TELE A 


mi 
d 


entilor t 


ransformati ai grupei a Il-a 


€ palio a lici SA 


+0,00 


3,6706 | 


Fabelul 


423 


TIL 44 


Corectii 


0, 00 


y! v+v 


16 


— 3,09 
+0,86 
+2,23 


— 2,99 


+2,60 


— 0,06 
0,9880 


0,9880 
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Ca verificare, suma coeficienţilor transformati pe triunghi trebuie să fie nulă. 
Calculul termenilor liberi transformati ar trebui să se facă cu formulele : 


= Wy t Pui +... + POs 


wg = Vg + Pata cb o... + Pass 


dar deoarece Wo si wg au fost caleulati cu valorile mărimilor măsurate in care au fost incluse şi corectiile 
v^, rezultă : 
1 
.. 
a’ wp = wg . 
La grupa II s-a întocmit şi rezolvat sistemul normal al corelatelor (III. 221), (tabelul LIT. 45). 


De asemenea, s-au calculat corectiile corespunzătoare grupei II transformată cu relația (LII. 225), valoarea lor 
fiind trecută în coloana 16 a tabelului III. 44. 


Tabelul IIL45 


Rezolvarea sistemului normal 


ki | ks | w | F S | Control 
| | 
30,00 | 0 [.—18/870. 4 12220,0560 | 144070. | zw 
| | 
| | 0 +0,629 | +0,002 | —0,369 | — 0,369 
| | | 
ka =-+0,629 3,67 |. +18/820: | ' 30,890 23,480 - 
| | PE : 
| 3,67 | + 18,320 + 0,990 | 23,480 — | 
| | i 
Ja Y a t | A t x 
E | 5,128 | — 0,270 | 11296,3098 +] — 6,398 
LOS ei TOS E -— 
kg = —5,128 | 0,999 | - — 
px 0,720 | 
Py. nel dea ec Mi 
4.5.5. Metoda tratárilor suecesive, la compensarea pe douá grupe. Aceastá metodá nu 
necesitá transformarea ecuatiilor de conditie din grupa a II-a a sistemului echivalent. 


Corectiile márimilor másurate se determiná prin rezolvarea succesivá a sistemelor ecua- 
tiilor normale corespunzătoare grupelor I si II. 


MASURATORI CONDITIONATE 


: : T , 
Ca rezultat al rezolvării ecuațiilor normale din grupa I (III. 220) se obțin corectiile vi: 
Aplicind aceste corectii, ecuațiile de condiție ale corectiilor iau forma : 


[av] = 0 


[bu] = 0 
Grupa I (111.231) 


[ho] = 0 


[ao] + Wa = 0 


" 1 , 
Grupa II [Bo] + wg = 0 (111.232) 


, 
[Av] + w, — 0 
in care: 


= wa + [00] 


= w+- [8v] 


w = 0, + [2v']- 


Q^ E " i 
Rezultatele obținute se îmbunătăţesc prin introducerea corectiilor vi , determinate 
prin rezolvarea ecuațiilor normale ale corelatelor corespunzătoare grupei II. 


Aplicind aceste corectii, ecuațiile de condiție (IIT. 231) si (II. 232) devin : 
[av] + wi EB 


Lă 
Grupa I [bo] + 103 = 0 


[hu] + ws 


[o] — 0 


[v] = 0 
Grupa II 


[7] =: 


Mai departe, se îmbunătățesc din nou rezultatele prin rezolvarea ecuaţiilor normale ale 
corelatelor din prima grupă etc. si astfel, rezolvarea succesivă a ecuaţiilor normale se face 
pină cind termenii liberi w se anulează (în limitele preciziei necesare). 

Valoarea corectiilor va fi: 


, Mp. "nt 
np =v +0 Hru p ei 
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La rezolvarea repetată a ecuaţiilor normale ale corelatelor corespunzătoare grupelor Į 
si II, se modifică numai termenii liberi, coeficienţii ecuaţiilor normale fiind aceiași, rezul- 
tind deci o economie de calcule. 

Metoda este eficientă în cazul unei convergente rapide (prin utilizarea mașinilor elec- 
tronice de calcul această condiţie are o importanţă mai mică). 


4.6. COMPENSAREA MĂSURĂTORILOR COMBINATE 


4.6.1. Măsurători indirecte existind si ecuaţii de condiţii. Se presupune că mărimile 
măsurate direct r sint exprimate în funcție de z,,. .., 1, necunoscute, iar aceste necunoscute 
sînt legate prin p relaţii de condiţie. 

Ecuațiile de erori si de condiţie vor fi scrise sub forma: 

aX, + d¡Xa+... + X, + EU =0ji=1...P; 
AX, + AgX, + +... + AnXn + Ap =0 


+ Bou + ByQ— 0 


(111.233) 


AL REN 
Má a p relatii (111.234) 


RX + Rola be sos AR Bo <= 0 


punindu-se condiţia: r >n — p. 


Ín conformitate cu principiul celor mai mici pátrate, valorile cele mai probabile ale 
necunoscutelor X,,. ..,X sînt acelea pentru care [vv] = minim si in plus trebuie sá satis- 
facá si relatia (III. 234), adicá sá aflám minimul functiei : 


D == [00] — AX + :.. F Asa - AQ) — ALBA, + + Baa BS) 


— 2k (RX; + ... + Ran + Ro) 
rezultind : 


30 — o5 00 
ci Je cn sa Pee 0, 


E MD. d P 


(111.235) 


NS : : : : r -0 pe AMI 

Prin introducerea valorilor aproximative aie necunoscutelor X; = Xj; + v; si finind 
seama de relaţiile (III. 235) se obţine un sistem normal de n+ p ecuaţii cu n + p 
necunoscute : 


[av] + A4K, + Bj, ... 
[bo] + Ask, + BK, +... +Rokp 


+ Rikp =0 


0 


ll 


[hv] + Ank, + Brka + ++. + Rakp= 0 
AqX, +... + Antin +0,=0 


(111.236) 


Riti fese + Rata += 0 


MASURATORI CONDITIONATE 


sau, seris sub altá formá : 
[aa]z, + lablza +... + [ah]t, + Ask + Bika +... + Rikp + [al]= 0 


E à o 


[ah]z,-- [bħ]ta + ... + [Ah]zs + Anky + Buka + ... + Rak, + [hl]= 0 


(111.237) 


Aj, +... + Anta + w= 


Raza + eee + Ram, + Wp = 0. 


Sistemul (III. 237) poate fi rezolvat pe cale obisnuitá sau prin folosirea compensării 
pe două grupe cu transformarea coeficienţilor din grupa II (metoda Bessel). 
În cazul compensării pe grupe, sistemul ecuaţiilor normale din grupa I va fi: 
[aa] xi + [ab]z? +... + [ah]za -- fal] = 0 
Ao con A doo nue BAS dede RC (111.238) 
[ah] zi + [bh]22 +... + [hhlza + [hl] = 0 
în care: 
Lă ” 
T= GAR (111,239) 
O dată cu rezolvarea sistemului (III. 238) se determină si toti coeficienţii Qi; . 
Sistemul de ecuatii transformate din grupa II va avea forma: 


[ACAD + [A(B)IK, +... +[A(R)]kp + wi = 0 


, 
[B(A)]k, + [B(B)]ks + ... +IB(R)]kp + w2 = 0 (111.240) 
[R(CA)]A, + [RCB)RS + ... + [R(R)]kp + Wp =00 
in care: 
(A), = AQ + Art... + AnQin 
(A), = 41021 + A2032 + ... + AnQan 
(B) = B41Qy + B5Qi5 + ... + BnOin 
(B), = B1Qa + Balas + +++ + BaQan 
(R)i = RiQu + Bali + >>> + FaQin Peg 
wi = , jW c Aaa +... + A 
A vele Be e e ei a Bt 


FRA vus PR 


4 
Up — W 
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Determinind corelatele din sistemul (111. 240) se calculează si corectiile : 


a = (Dy + (B)ika + eee + (Biko> (111.242) 


in care: Qe d. 

Se calculeazá apoi corectia totalá cu relatia (III. 239) care aplicatá valorilor aproxima- 
tive dau valorile cele mai probabile ale lui X; . 

Din ecuaţiile (III. 233) se determină erorile și se calculează eroarea medie pătratică ; 


m = d A Iu == 
r — (n — p) 


Observaţie. Acest calcul se poate reduce la problema compensării prin măsurători 
indirecte, fără ecuaţii de condiţie, dacă cu ajutorul celor p relaţii de condiţie, se elimină p 
dintre necunoscute, care pot fi exprimate prin celelalte n — p necunoscute independente ; 


(111.243) 


dm ApEg4i o. + Ata + Ag 
(111.244) 


, , , 
Lp = Rip + se + Rita + Ro 


si introducind relaţiile (III. 244) in ecuaţiile (III. 233) se obţine un sistem de r ecuaţii 
cu n—p necunoscute. 


4.6.2. Elipsa erorilor. La determinarea coordonatelor unui punct, se deduce si precizia; 
cu ajutorul erorilor medii pátratice: m, — m y Oni my ml Qs; . Deoarece erorile 
medii pătratice isi schimbă valorile la o rotaţie a axelor, ceea ce produce o neunivocitate 
în aprecierea preciziei, este necesar a se determina și elipsa erorilor cu ajutorul căreia se 
deduc valorile acestor abateri relative si pentru alte direcţii și direcţiile in care aceste 
abateri au valori maxime si minime. 

Abaterea totalá a unui punct se deduce cu relatia : 


(111.245) 


si este independentá de alegerea sistemului de axe (insá este o valoare mult mărită). 
Direcţiile axelor elipsei erorilor se deduc din relaţia : 


2 [ab] 
[aa] — [bb] 


2 
sau tg20= ELI Ph : (111.246) 


tg 20 = — 
Qu — Qa 
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:n care 0 este unghiul format de axa X cu directia axei mari a elipsei, iar [aa], [bb]; [ab] 
"nt coeficienții ecuaţiilor normale. Ecuația (III. 246) are două soluții: 20 si (20 +180°), 
aci 0 si (0 + 90°) dau directiile axelor elipsei. 


Fig. III.20. Elipsa erorilor. 


Valorile semiaxelor elipsei se deduc cu relatiile : 


» [aa] 4- [bb] + w 
- m? -————————— 


n 2D 


= m? buy [oh] aia sau b = m? 
2D 2 


unde s-a notat: 


w = ([aa] + [bb]? + 4[ab]?; 


Pentru o directie oarecare R;, márimea erorii va fi egalá cu lungimea vectorului de 
pozitie OP = r (punctul P se obtine coborind din O perpendiculara pe tangenta la elipsa 


erorilor — in punctul Ri — care corespunde direcţiei i (fig. III. 20). 
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elipsa erorilor dă curba erorilor medii (fig. III. 21). 


Locul geometrie al picioarelor perpendicularelor 


Fig. 111.21. Curba erorilor medii. 
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6.2. 


i. SCURTĂ CARACTERIZARE A PRINCIPALELOR 
MIJLOACE DE CALCUL FOLOSITE 
ÎN GEODEZIE SI RANDAMENTUL LOR 


Prelucrarea matematică a datelor in geodezie necesită folosirea unor mijloace de calcul 
specifice sau generale, după natura problemei respective, tinind seama de volumul calcu- 
lului si de cerințele de precizie. Principalele mijloace de calcul folosite în geodezie cuprind 
diferite mijloace simple analogice (rigle logaritmice, nomograme) şi digitale (tabele), 
precum si întreaga gamá a masinilor de calcul (cu actionare manualá, cu actionare electro- 
mecanicá si calculatoarele electronice). Randamentul lucrárilor depinde de folosirea ra- 
tionalá a acestor mijloace de calcul. i 1 

Astfel, cind este suficientă o precizie mică (2—4 cifre semnificative), iar volumul cal- 
culelor este redus, este avantajoasá folosirea riglelor logaritmice de calcul universale sau 
speciale geodezice. De asemenea, se pot folosi foarte eficient diverse tabele, reprezentind 
valori caracteristice ale unor functii, cu o precizie stabilità. Nomogramele oferá posibili- 
tatea determinárii fárá calcul a valorii numerice a unei variabile in raport cu valoarea 
numericá cunoscutá a altor variabile. Nomogramele sint niste grafice care reprezintà 
dependenţa funcţională dintre variabilele care intră in formula malemalică respectivă ; 
de asemenea, ele se utilizează avantajos in cazurile în care precizia cerută este mică 
(2—3 cifre semnificative). f 

Cele mai importante mijloace de calcul folosite in geodezie — avind in vedere faptul Că 
majoritatea problemelor necesită un volum destul de mare de calcule și cu o precizie care 
impune un număr mare de cifre semnificative — sînt mașinile de calcul (de diferite tipuri), 
Prin mașină de calcul se înţelege orice dispozitiv complex care poate realiza operaţii de 
calcul aritmetic sau operaţii pregătitoare pentru calculul aritmetic, în mod mecanizat. 
Mașinile de calcul pot fi clasificate după diferite criterii. În general, se pot considera 
3 grupe de mașini de calcul: 

mașini aritmetice, care necesită intervenţia continuă a operatorului (la introducerea 
datelor, la efectuarea diferitelor operaţii si la extragerea rezultatelor) ; ; 

— masini analogice, la care rezolvarea unei probleme se face prin analogie cu un feno- 
men fizic cunoscut ; A Sh 

— mașini de calcul cu program, care executá calculele si livrează rezultatele, fără nici 
9 intervenţie din afară. 

După modul de funcţionare se disting : 

— mașini de calcul cu acţionare manuală; 
mașini de calcul cu acţionare electromecanică ; 
calculatoare electronice. 
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Mașinile de calcul cu acţionare manuală au o largă întrebuințare în sectorul 


e ie. 
fiind folosite cu un randament satisfăcător la rezolvarea problemelor necesitind un vl 
de calcul relativ mic. 
Masinile de calcul cu actionare electromagneticá máresc randamentul — in comparaţie 
cu aritmometrele cu acţionare manuală — de 2—3 ori (în funcţie de problem 


1al n a respectivă 
$i metodele de lucru adoptate). Mărirea randamentului in acest caz se realizează prin 


mărirea vitezei tehnice a mașinii, înregistrarea mai rapidă a numerelor la claviatură 
precum și ușurarea lucrului operatorului. P 

n ceea ce priveste calculatoarele electronice, acestea sint de douá tipuri : analogice 
5i digitale. Calculatoarele analogice servesc in general la rezolvarea ecuaţiilor diferențiale 
precum și la rezolvarea sistemelor de ecuaţii liniare, însă cu o precizie relativ mică. De 
altfel, principalul dezavantaj al acestor maşini din punct de vedere al calculelor geodezice 
îl constituie tocmai precizia limitată (2—5 cifre semnificative). Totuși, calculatoarele ana- 
logice pot avea în geodezie o utilizare mai largă, în special la compensări. 

Calculatoarele electronice digitale reprezintă mijlocul de calcul numeric cel mai per- 
fectionat, asigurind rezolvarea rapidă si cu o precizie ridicată a celor mai complicate 
probleme geodezice. La o utilizare corectă, randamentul acestor mașini poate fi de 10 — 50 
ori mai mare decît în cazul mașinilor automate de birou cu claviatură (tinind seama si de 
lucrárile pregátitoare). Randamentul depinde insá de problema concretá de rezolvat. 
Pe de altá parte, eficienta lucrului este determinatá de raportul dintre limpul cerut de 
introducerea datelor si extragerea rezultatelor si timpul necesar calculului efectiv. De 
asemenea, eficiența depinde de ușurința cu care problema respectivă poate fi tradusă în 
limbajul propriu al mașinii și în primul rînd de găsirea algoritmului de calcul cel mai 
potrivit. Programul care rezultă este o insiruire de operaţii aritmetice si logice, pe care le 
efectuează mașina de calcul cu ajutorul unui dispozitiv de comandă. Randamentul va fi 
cu atit mai mare, cu cit acelaşi program va fi folosit de mai multe ori. p 


Descrierea mai amánuntitá a tuturor mijloacelor de calcul mentionate este prezentatá 
în paragrafele următoare, după o scurtă privire asupra calculului cu numere aproximative. 


2. CALCULUL CU NUMERE APROXIMATIVE 


2.1. APROXIMAREA NUMERELOR REALE 


Pentru descrierea numerelor reale, încă de la sfirsitul evului mediu se foloseşte scrierea 
lor într-o anumită bază. Sînt multe numere care se pot serie cu un număr finit de semne, 


i 1 : : 
dar sint și numere ca de exemplu — (descriere naturală) care in baza 10 se serie 0,333. . . 
3 
í 
---3. .. (scriere pozitionalá), deci cu o infinitate de semne. La fel /2 (descriere naturală), 
care in nici o bază nu se poate scrie cu un număr finit de semne. Astfel, in baza 10 scrierea 
lui pozitionalá este 1,41... 
Fiind dat un număr real x, se numeşte aproximafie a lui x, orice alt număr real 1*. 


Orice numár real este o aproximatie a lui z dar se poate spune de exemplu cá 2 aproximeazá 
mai bine pe 1 decit 10. 
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Indicaţii asupra calităţii aproximatiei lui z sint date de eroarea absolută 
ndica e 


* — x* — 2), eroarea absolută ca margine Ag > RN eroarea relativá 
(ut = 7 As* 2 
[ * — T şi eroarea relativă ca margine [dy = TO TUUS k 
i == 1 
s ise într-o < ită ă măr 
S M iem cá toate numerele sint scrise intr-o anumitá bazá b, cu un numă 
Se v? supu 
finit sau nu de cifre. 
pie x un astfel de numár : 
— h 7 
y = +(a,b9 + aab t + aE + a, d0-"+1 4 apb?" +...), (1V.1) 
=> 


unde a; sint cifre, deci numere intregi satisfácind la : 
0<d<b=— 1; b>2; b intreg. 


Mentinerea tuturor cifrelor este imposibilá in cazul in wd soci Pe zei Dd E 
t ile i á si inutil: i ărul respectiv se va ; 
init ; 1 E £ modă si inutilă. De aceea, numáru 
init ; în toate cazurile inco a, N 1 aue inii 
ia altul scris în aceeași bază, dar cu un număr mai mic de cifre, de exe -— roni 
aceasta se va proceda în două moduri : folosind aproximatia canonică sau apro: 


prin rotunjire. 


2.1.1. Aproximatia canonicá. Aceasta constá in mentinerea primelor n cifre si inde- 
pártarea tuturor cifrelor începînd cu du. Deci: 


z'— d (aQbP + agdP-1 4... + apb? 7^1), (1V.2) 


Se poate evalua eroarea absolutá : 


"bp-n541 4 p-»+1 — 2g (notație). 
lAz'| = [z^ — al = da 44 02-" + 04,509 -"*7 A ERU ( tie) 
i i ităti y "di " ază ité te 
Scrierea pozitionalá se bazează pe ideia că b „„unităţi” de ordin n jeden iie E 
de ordin superior, n+1 si fiecárei cifre ii corespund 1,2... (b — 1) unităţi (d 
corespunzátor cifrei). x 4 AN MEn 
Astfel, în cazul aproximatiei canonice se introduce oj eroate ce nu pei desi i 
corespunzătoare ultimei cifre păstrate (se observă cá bP— +1 este factorul care 


Pee E 1 ri £ ei € m - 
i Cak aS absolută ca margine A, = 2e = b» —"1 introdusă prin aproximatia cano 
srog a aps a d D xi 


nicá poate fi redusá la jumátate dacá se face aproximatia prin rotunjire. 


2.1.2. Aproximatia prin rotunjire. Cea mai folositá metodá de rotunjire este a : 
ă se ia árul e = —b9-"+1 
la numărul z se adaugă (cu semnul + sau — după se mnul lui x) numărul e ^ E 
á imei cifre pástre ini -se un 
adicá o jumátate din unitatea corespunzátoare ultimei cifre păstrate, obtinindu 
număr Y căruia apoi i se face aproximalia canonică : 


T=x+ (sign x) e; x = x*. 


436 TEHNICA CALCULULUI IN GEODEZIE 


Aproximatia prin rotunjire introduce o eroare : 


Ag = e = Y jp-nii, 


2 


De exemplu, sá se rotunjeascá numárul 329,17501 piná la a doua cifrá dupá virgulà : 


x = 329,17501 + 
e = 0,005 


: = 329,18001 


= 329,18 


2.2. CONVENTIA DE SCRIERE A NUMERELOR APROXIMATIVE INTR-O BAZÁ 


Nici un rezultat numeric nu are 


valoare atit timp cit nu se cunoaște eroarea lui, 
De aceea, 1 


a redactarea rezultatului unui calcul sau a unei măsurători trebuie ca fiecare 
număr să aibă trecută şi eroarea lui. Practic însă, dacă sint multe numere este incomod 
de a scrie două rinduri de valori (o dată valoarea numerelor, apoi erorile respective). În 
cazul unei tabele, aceasta ar dubla volumul ei. De aceea se va proceda astfel : 


Fie 2% un număr aproximativ scris conform relației (IV. 1), avind eroarea A,*. Se 
alege un număr pozitiv o, presupus fixat, astfel incit 0 < « « 1. 


Definiție. Cifra a; se va numi cifrá sigurá, dacá este indeplinitá inegalitatea : 


Ag* X. O DP-*+1, (Iv.3) 


Orice cifră a; pentru care inegalitatea nu este îndeplinită se numește îndoielnică. 

Din definiţie rezultă imediat că orice cifră, situată la sting 
asemenea sigurá si orice cifrá care este situatá la dreapta une 
asemenea indoielnicá. Astfel existá o cifrá Cp care este ultima cifră sigură a numărului. 
Numărul kg este cel mai mare număr întreg pentru care inegalitatea (IV.3) are loc. 

Convenţia de scriere a numerelor aproximative constă in a nu serie decit cifrele sigure 


ale numărului. În acest mod, eroarea absolută a numărului reiese chiar din modul de 
scriere al numărului. 


a unei cifre sigure este de 
i cifre îndoielnice, este de 


De exemplu, dacă numărul x* = 2,75 este scris după această convenţie, în baza 10, 
are eroarea absolută ca margine A,* « c. 10-*(p —0; k=3 530 3+1=—2) 


Dacă numărul z* = 6,35 are eroarea Agr < 1074, va trebui să fie scris după această 
convenţie 6,3500 (p — 0; 0 k+1=-—4=>k= 5). 


Numárul 12436 in care ultimele douá cifre sint indoelnice poate fi 
formele 124.10? sau 1,24.104 eroarea absolută nedepásind : 


Scris in una din 


o.10 (p= 4; k =35 p =ni = 32. 
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1 m m 1 x : : m ifrÁ si A 
t i ifi 1 proxi ativ orice cilra Bu d 
Detini le. S Ss Í a S ificativá a unui numar xım ME > A A 5 à 
i . e numes te cifr emn bp a TO i i g A 
tá de zero, sau i ifra zero sigură, care la stinga el a cel puţin o E 
iferitz e a $1 CHT re ce tin cifră diferită 
dif rite , y 
De S i ifr i £ Jifrele de du pa: 
r a A e "plu i rul 2 0089040 unde 9 este ultima cifră sigură. A abr 
X , fie numárul 3,5 3 ; ȘI GU M -1 în 1 2 ) 
: it : RIMIS pentrucá nu sint sigure. Cele două zerouri din stinga a 8 sint 
* ç îi i i i i al i ifr Merite c zero. 
n c sem zica pentrucá sint sigure $1 la s ting Or existá ME pi t ge 3 E r $ si 
o rele 0 0255; 2 46 si 6,: 254 scrise d pă € n entia analiz 2 respec 
Numere MAC 3 0, b , ) U onv lizatá au )ect 3:45 
5 cifre semi ificative. A $ Xv i S ai micá eroarea sa 
> ege t i S ificative in numar, cu atit este mai n 
i 3 it si i cifre semnificalive 3 S S 
Cu cit sint mai multe 
E d i p» i ar oximativ si o, 
+ e Ș i ar > 2, à unul numar apro? > 
) 1 se cu S 0) relativă ca margine, d;*, 2 T l ; 5 o 
Că s unoaste eroarea re ativá T Sir a rg EH carena 
| cin joate evana numărul de cifre semnificative astfel E Y ues ul 3 d a ^ îi E € i 
pe al i i, ste cel puţin egal cu cel mai mic număr întreg k, ce sati e mega 
cative al lui t^ es t 8 g tisfac tatea 


i dy 


i i ificative) : árul o. Acest număr 
in definitia cifrei sigure (deci si a celei semnificative) ue mise: ip citea daia 
: à A i "i a i.d reg a 
se : al so datá pentru totdeauna in cazul unei probleme. A egere rola aic 
3 2 : g tal . > 3 ; y 
e 0 slabă a erorii absolute, dar nici alegerea s e xdi EIUS. 
"e la. i Sf rice caz trebuie ales s a 
indi 7 n orice caz, o i E: 
å ` rect la același rezultat. i y S. e ud 
conduce A ni de scriere se va folosi numai pentru RE “A s ioa 
^ d E A R icie pe & b 
alo fts cl este bine sá se pástreze un numar suficient de cifre 
tatele interr are es > Sá 
sigure (2 — 3 cifre in general). 


2.3. OPERATII CU NUMERE APROXIMATIVE 


2.3.1. Adunarea numerelor aproximative. Fie: 


y = ti + Ta Hopee e 


: e € ca Us 
de se và p esupune ca nume ele Tis Las - +.) Ty AU 8 celasi mn (ad e 
un se v r e T a ȘI se unare aritm et 1 


Atunci : 


[Til ae; (IV.4) 
Ay* E Ad; ay = $ p ti 
r i=1 zis) 
ID 
(IV.5) 
m X ay* SM, 


dica er tivá c nar BV i i dE inainte tot eroare relativà) 
adici oarea rela ivi ama gine (care a fi numitá de acum ir au m : ale Mises A 
este Sinaia între cea mai mică m si cea mai mare M dintre erorile relative a termen lor 
iste € Y 
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Prin urmare, eroarea relativă a sumei este în esen 
termenului cel mai puţin precis, adică de termenul 
cative. 

Regula practicá de adunare este : se alege 
Fie n ordinul ultimei cifre semnificative al 
apoi cel mult una sau douá cifre de 
se efectueazá adunarea. 


În cazul unei sume algebrice, rezultatele sînt identice în afară de re 
eroarea relativă a sumei poate depăși eroarea relativă a fiecărui te 


fá determinată de eroarea relativă a 


rang n + 1, respectiv n + 2 (prin rotunjire) și apoi 


latia (IV.5); astfel, 
rmen in parte. 


2.3.2. Diferenta a două numere aproximative. Fie: 


Y = L, — Za, 


atunci : 


a zi | EX 
Ay* = As; + Az y = n — ap 4 2l azt. (1V.6) 
mo o. ao 


Operatia de scádere nu este mai dezavantajoasá decit cea de adunare in ceea ce pri- 


veste eroarea absolutá, dar ea poate fi foarte dezavantajoasá in ceea ce priveste eroarea 
relativá, dacá diferenta Xi — x este mică, adică dacă zi este apropiat de z5. În aceste 


condiţii, eroarea relativă poate creşte foarte mult, ducind la o scădere considerabilă a 
numărului de cifre semnificative al rezultatului. 


De aceea, pentru ca rezultatul să aibă o precizie 
ca valoare trebuie să fie luaţi (dacă este posibil) cu 
tive, sau trebuie folosite alte formule. 


dată, descăzutul și scăzătorul apropiați 
un număr mai mare de cifre semnifica- 


2.3.3. Înmulțirea si împărţirea numerelor aproximative. Daci: 


Y=2%,%%... Tp, 


atunci : 


A 1y*| - 
Age = — As: ; ay: = y ar, (IV.7) 
iz sil i-1 


iar dacă: 
atunci : 


p XD $5 ape = y; + das, (IV.8) 


care are cele mai puţine cifre semnifi- 


numărul cu cea mai mare eroare absolută, ; 
acestui numár. Ín fiecare termen se păstrează 
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ie pá i i ificative cite 
înmulţire si împărţire in rezultat trebuie pástrate atitea cifre rn "AEA 
i E e . Tm CAM f: me 
" árul aproximativ cu cele mai putine cifre semnificative. In rezultatele inter 
are numă ^ £ is 
y i i x rezervă. 
:ebuie re n plus 2 — 3 cifre de i i 
trebuie reținute îr , : UR SN 
La inmultirea si impártirea unui numar aproximativ cu un numár Vend : vs zl 
i xact) precum si a unui număr exact cu un numar aproximativ se vor re 2 
ional ex » $ A 4 orte } 
n semnificative cite existá in numárul aproximativ. AE MNT DNA 
Din relatiile (IV. 8) se observá cá atit eroarea absolutá cit si eroarea y at d > je 
in re > . S : TES iret je: i ER 
lui pot fi Dai dacă numitorul este mic, respectiv eroarea bg jen sg ei 
u a j i A ; à; 
* astă situație se prezintă dacă numitorul se obține ca o diferență de 
Aceasta + g S 
apropiate ca valoare. =) T Me 
i lr concluzie, operatiile aritmetice elementare dau rezultate mita í pora dde 
VEN i ; joasă i ales á impártitorul este r 5 
impártire, care este in general dezavantajoasá, mal ales dacá priino Ed ds 
TEE > 3 1 i 7e are zi is ag ací h as 
4 lere dacă cei doi termeni sint apropiaţi ca valoare, și mai ales dacă I 
scadere, dace dy d 
scádere se imparte alt numár cu rezultatul scáderii. 


ădăcinii pátre à y = zx", atunci: 
2.3.4. Ridicarea la pátrat si extragerea rădăcinii pătrate. Dacă y E 


; = 3 (IV.9) 
Ay = m|x* ML 4, ; ay — m ast; 
1 
m 2 
iar dacă y =x atunci; 
1-m 
es i PONES n0 (IV.10) 
Ay =—|2*] Ag > y d c 
m 


i itea cifre semnificative cite are 
La ridicarea la pátrat in rezultat trebuie mentinute atitea cifre nono din nt 
y i 7 á re l este intermediar 
à i iv ri la putere. Dacá rezultatu 
numárul aproximativ ridicat 
citeva cifre. (cs ba 
á inii pátrate in num: 
La extragerea rádácinii pátrate ir ms e dir Ri as 
semnificative cite sint necesare sá se obţină in valoarea rádác Ale a 
y 224 4094 cu 4 cifre semnificative. Rotunj 
, — 
y = V224,4 = 14,98, cu o 


1 de sub radical trebuie luate atitea cifre 


" ES 
á á ¿ = xr = 
De exemplu, să se găsească y ] 224,4 : 
numárul de sub radical piná la 4 cifre semnificative se gáseste 


—1 0,05 = 0,0017). 


ie 5 Mc 
eroare care nu depăşeşte 0,005. (Ay 3x15 
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2.4. DETERMINAREA PRECIZIEI ARGUMEN J 
/ SCIZIEI / MENTELOR CUNOSCIN E 
REZULTATULUI tert — 


Dacá este necesz ad T € rez unct sá se deter mune pre i 
cá est > ar ca dupa precizia dată a ezultatului (f precizia 
Actel) să ne 
al gumentelor, se va folosi regula influențelor egale. i ; s 


Dacă se dă funcția de mai multe variabile : 


y = fa, Var...) Tn), 


atunci evaluarea erorii absolute se face astfel: 


1 € M ati i 1 
unde X*, într-un spaţiu n-dimensional, este punctul de coordonate x’, x2 T. 
ACÁ soc ică re aj i i 4 "00 
Dacá se aplicá regula influentelor egale se obtine : i i 3 


care dă posibilitatea să se evalueze erorile Ax’, (i = 1,2 n) 
h à M cs Mr OMNES, 1 în 
Cind numárul argumentelor n > 3, trebuie folositá formula : 


10 | | | 
| A Ag? | = | e t em e (al AP 
AR lox T]. Ya 


In unele cazuri trebui Pen ; 
azuri trebuie luati ca identici termenii din expresia erorii F 
dite y termenii din expresia erorii relative a funcţiei 


2.5. REGULI DE FOLOSIRE A TABELELOR 


nu: pE E ig niga expresil oarecare trebuie folosite tabele de logaritmi cu 
peo deos n a e el " Pe naaa decit numárul de cifre semnificative 
oi ximativá (adicá din componenta cu cea mai mare eroare 
" copi PE bonia dads cis trebuie sá se tiná seama de faptul cá 
sutimile Edd e ssi se sint asigurate secundele, zecimile de secunde si respectiv 
M dU M pesa ande n. Dont dupá tabelele de valori naturale ale 
Wero che pius Masi PAG à acea funcție care variază cel mai repede la o 


JR 


Er Net 


ids. a 
— 


Mind 


A 
|. 
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3. BIGLA DE CALCUL 


3.1. DESCRIERE GENERALĂ 


Rigla de calcul este un dispozitiv de tip analogic, cu ajutorul căruia se pot efectua diferite 
operaţii matematice, printre care cele mai folosite în practică sint : înmulţirea, împărțirea, 
ridicarea la pătrat si la cub, extragerea rădăcinii pătrate și cubice, logaritmii numerelor 
în baza 10 şi calculul valorilor funcţiilor trigonometrice naturale : sinus, cosinus și tan- 
genta unghiurilor de la 0 pină la 90°. 

Construcţia ei se bazează pe proprietăţile logaritmilor unui produs sau cit de două 
numere, ridicarea la putere și extragerea rădăcinii dintr-un număr. 

Rigla de calcul se compune din : corpul riglei (rigla propriu-zisă), rigleta (care alunecă 
în interiorul riglei putin d îi așezată în diferite poziţii) si cursorul (care are trasat în mijloc 
un fir marcator); (fig. IV.1). 


Fig. IV.1. Elementele principale ale riglei de calcul: 
1 — corpul riglei ; 2 — rigleta; 3 — cursorul; 4 — firul marcator. 


Pe riglá si rigletá sint trasate mai multe scări. Astfel pe corpul riglei există 4 scări: 


^. B, C şi D care se numesc respectiv scara logaritmilor, scara liniară, scara pătratelor 


si scara cuburilor (fig. IV.2). 

Scárile rigletei în număr de șase sint : pe fata rigletei, scara B’ (identică cu scara B 
de pe corpul riglei), scara 1 (numitá scara inversá si este aceeaşi ca si scara B, dar serisá 
invers de la dreapta spre stinga) si scara C' identicá cu scara pátratelor C, de pe corpul 
riglei (fig. IV.3). 

Pe spatele rigletei sint tot 3 scări : scara T a tangentei, scara sinus-tangentá S & T 
(la mijloc) si scara S, a sinusurilor (fig. IV.4). 

Scárile B si B' se gradează astfel : presupunind că lungimea acestei scári este d, se vor 
ă numerele n, 1 n «10, la distanţa / = d logn, începînd de la originea scárii. 


marca pe rigl 
d, iar in dreptul 


Astfel, aceste scări sint gradate cu logaritmii numerelor, avind ca modul pe 
fiecărei diviziuni sint scrise numerele respective. 

Analog este gradată si scara 7, originea fiind acum în extremitatea dreaptă a rigletei. 

Scările C si C' au diviziunile de două ori mai mici decit scările B si B’, fiind formate 
din două părți identice ambele divizate de la 1 pină la 10 (fig. IV.2 si IV.3). 

Scara cuburilor D are diviziunile de 3 ori mai mici, decit scara B si este formatá din 3 
segmente egale divizate fiecare de la 1 piná la 10. 

Scara A situatá pe corpul riglei este gradatá folosind relatia l = 
valori de la 1 piná la 10 si scriindu-se in dreptul fiecárei diviziuni valoarea lui log n; 
astfel, pe aceastá scará sint. logaritmii numerelor de pe scara B. 


d log n dindu-se lui n 


alta 


Scárile corpului riglei. 


IV.2. 


3T 


5 
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ig. IV.4. Scárile de pe spatele rigletei, 
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e gradeazá folosind tabele care dau valorile trigonometrice 


Scara sinusului si a tangentei s 
iar tangenta de la 0 piná la 45”. 


naturale : sinusul de la 0 pînă la 90”, 
3.2. UTILIZAREA RIGLEI DE CALCUL 


Pentru a efectua inmulfirea a două numere c = a b se procedează în felul următor : se 
deplasează rigleta spre dreapta pînă cind cifra 1 de pe scara B’ va veni în dreptul numáru- 
lui a de pe scara B. Apoi se deplasează cursorul pînă cind firul său marcator vine în dreptul 
numărului b de pe scara B'. Rezultatul se citește pe scara B în dreptul firului marcator. 
Se stie cá log c = log a--log b, iar prin așezarea numărului b în continuarea numărului a 
s-a efectuat o adunare a logaritmilor celor două numere, deoarece pe aceste scări (B si B’) 
in dreptul fiecárei diviziuni este scris numárul corespunzátor logaritmului sáu (fig. IV.5). 


Se poate intimpla ca punind numárul b in " 
continuarea numárului a sá nu se mai poatá B 
citi rezultatul pe scara B, deoarece numárul b 
de pe rigletá este situat in afara corpului 
riglei. In acest caz ce va proceda astfel: se va 
deplasa rigleta spre stinga piná cind numárul 
10 situat in extremitatea din dreapta a rigletei 
va veni in dreptul numárului b sau a, situat 
pe scara B a riglei; se deplaseazá apoi 
cursorul piná cind firul marcator se va aseza in 
pe scara B'a rigletei. Rezultatul se citeste in dreptul firului nrarcator pe scara 


Ordinul de márime al rezultatului N, se stabileste dupá una din formulelele : 


B: 


Fig. IV.5. Schema efectuării inmultirii. 


dreptul numárului d, respectiv b, situat 
B a riglei. 


a) N = Na+ Ny; b N = Na+ No — 1, 


ate este un număr al cărui ordin de mărime este, sau nu 


după cum produsul numerelor d 
t ordinul de mărime al numerelor date. 


este, mai mare cu o unitate deci 
în aceste formule Ny si Ny a 


— dacă numerele sint subunitare ( 
intregi negative si reprezintá numárul de ze 


— dacá numerele sint supraunitare (adicá au cif 
Na si Ny sint numere intregi pozitive si reprezintá nu 


Exemplul 1. 1) Dacă a= 0,022, atunci Na= —1; dacá b = 0,00018, atunci Np = ~ 3; ded N = —1—8— 
AL — 5 gi rezultatul c=a b va avea 5 zerouri după virgulă. Se observă că s-a aplicat formula b) deoarece 
2,2x1,8 < 10. 

2) Dacă a = 22, atunci Na = 2; dacă b = 180, atunci Np = 3 si deci N = 2 +4 
intreagă (s-a aplicat tot formula b) deoarece produsul 2,2 x 1,8 < 10). 

3) Dacă c = 0,00042 x 0,061, atunci N=-3-1=-4, deoarece 4,2 
decit 10. 

4) Dacă e = 0,089 x 6325, atunci N = 
aplicat formula a) deoarece 8,9 x 6,3 > 10). 

Pentru a efectua o împărțire c = a/b, cu rigla, se procedează inve 
log (a/b) = log a — log b, se deplaseazá cursorul piná ce firul mare 
rizlei : apoi se deplasează rigleta piná cind împărţitorul b situat pe 


u următoarea semnificaţie : 

adică au 0 la partea întreagă), Nå 
rouri scrise după virgulă ; 
re semnificative la partea întreagă), 
ımărul cifrelor de la partea întreagă. 


şi Np sînt numere 


2 + 3-1 = 4 cifre la partea 
< 6,1 este un număr mai mare 


-1+4=3 si deci rezultatul are 3 cifre la partea întreagă (s-a 


tinind seama de proprietatea 
peste a de pe scara Ba 
ptul firului 


rs, Astfel, 
ator se va aseza 
scara B' a rigletei vine în dre 
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marcator. Rezultatul se citeşte pe scara B a riglei in dreptul capătului rigletei (1 sau 10) rămas in interiorul 
corpului riglei (fig. 1V.6). 


Ordinul de mărime al rezultatului obținut la împărțirea a două numere se obține cu una din formulele ; 


o N 5 Na— Nb; QN Na — Nb t 1. 
Exemplul 2. Dacă trebuie efectuate împărțirile: 
1) 5275 : 0,043, atunci .N —4—(—1)--1—6, deoarece 
5,2 > 4, 
2) 0,0171: 0,000011, atunci N = (— 1) — (— 4) + 
“pă 4, deoarece 1,7 > 1,1. 
3) 0,063 : 8730, atunci N = 
rece 6,3 < 8,7. 
Se pot efectua înmulţiri si împărțiri utilizind şi sca- 


(—1)—< — 5, deoa- 


stă E ELA MEAT i 
Fig. IV.6. Schema efectuării împărțirii ra J (sonra invarti); astfel: 5 = a = si deci log £ a 


1 
= log a + log m log a + colog b. 


Pe scara inversă / aflindu-se cologaritmii numerelor, împărţirea se reduce la adunarea lui log a de pe scara B 
cu colog b de pe scara J. Se aduce 1 al scării B’ in dreptul lui a de pe scara B si firul marcator al cursorului 
se aduce in dreptul lui b pe scara J. Rezultatul (citul) se citeşte la firul marcator pe scara B. . 

Pentru a efectua înmulţiri, cu scara inversă, se procedează astfel : se deplasează cursorul astfel incit firul 
marcator să vină in dreptul lui a de pe scara B, apoi se deplasează rigleta pentru a aduce inmultitorul b de pe 
scara inversă J, în dreptul firului marcator. Rezultatul se citeşte pe scara B, în dreptul cifrei 1 sau 10 
de pe scara B’ a rigletei, 

Pentru ridicarea la pătrat a unui număr, folosindu-se proprietatea : log a? =2log a, se va proceda astfel : 
se reperează numărul a cu ajutorul firului marcator pe scara B a riglei si pătratul lui a? se citeste pe scara € 
a riglei în dreptul firului marcator. 


Ordinul de mărime N pentru ridicarea la pătrat este dat de una din formulele : 


e) N=2Na —1; f)N-—2Naq, 


astfel : Dacă trebuie efectuat 5002, se va folosi formula f) deoarece 5 x 5 > 10 si astfel N = 2 


Pentru 0,00016? = se aplică e) deoarece 1,6 x 1,6 < 10 si deci IN =2 (- 3)-1= 
566 0002, N = 2.6 = 12 (deoarece 5,6 x 5,6 > 10). 


«3-8. 
— 7, iar pentru 


" SR 4 : a 1 Y 
Batragerea rădăcinii pătrate dintr-un număr se bazează pe proprietatea că log Y G m s log a. Se aşază 


firul marcator in dreptul numărului a de pe scara pătratelor C, astfel: dacă numărul Ng este impar, numá- 


rul a se repereazá în stinga cifrei 10 de pe scara C, iar dacă Na este par, numărul a se va repera in dreapta 
cifrei 10 (intre 10 si 100). Rezultatul va fi citit pe scara B in dreptul firului marcator. 


Ordinul de márime se calculeazá cu una din formulele : 


Na +1 N 
g N =: z 


to 


după cum Ng este impar sau par, de exemplu : 


V 0,0064 = 0,08, deci n — — 2 gi atunci N = 


= 15, deci n = 3 şi atunci N = 


Ridicarea la cub a unui număr a se face astfel : se reperează numărul a eu ajutorul firului marcator 
B a riglei gi cubul a? se va citi pe scara D (scara cuburilor) în dreptul firului marcator, 
Ordinul de mărime N al rezultatului este dat de una din relaţiile : 


pe scara 


DN-3Na—2; YN 


3Na —1; EN — 3 Na, 


astfel : 20% = 8000, N-8x2—2-—4 


(deoarece 1<2%= 8-10); 
0,04? = 0,000004, N =3 x (—1) —1— —4 (deoarece 10<4%= 64 < 100); 
600% = 210000000, N = 3 > 9 (deoarece 100 < 6%= 216 < 1000). 
3 1 
Ewlragerea rădăcinii cubice se bazează pe proprietatea că log y a = log a si se va folosi din nou scara D 


3 

si scara B, prima conținînd cubul numerelor, iar cea de a doua numerele. Se grupează numărul a în grupe de 
cite 3 cifre de la dreapta spre stinga. Dacă după această grupare rămine o singură cifră în ultima grupă 
numărul a va fi reperat cu firul marcator în prima parte a scării D (în stinga); dacă rămin două cifre, a se va 


"-— 


une 


RIGLA DE CALCUL 


a În € ca scării D, iar dacă rámin 5 € re, in partea dreaptă a S scar a 
T: partea din mijlo T , lar dac B J ea dreaptá. Rezultatul se va citi pe 
^ 1 ă 3 cif n 


My riglei in dreptul firului marcator. 


dinul de márime se va stabili de la caz la caz tinind seama de numárul grupelor de cite 3 cifre existente 
Ordin á X E 


sartea întreagă sau după virgulă. "a "d i j ^ 
* itmii zecimali ai numerelor se obtin cu ajutorul scării A astfel : aduce firul marcator în dreptul num 
1 "ur scara B, iar jos pe scara A se citeşte log a in dreptul firului marcator. 
rnit a : s i 
1flarea functiilor trigonomelrice sin &, cos a, tga şi eotg a. 
, dosul rigletei există 3 scări : n s n dam 
1) Scara S care cuprinde unghiurile de la 5? 43', 77 (sin 5? 43', 77 = 0,1), piná la 90 (sin 90 : S 
: : à 204 9 sir 9 gA’ DI g ^ 3 = A 5 
| Scara S & T (sin si tg) care cuprinde unghiurile de la 0° 34', 38 (sin 0? 34', 388 zz tg 0034, 3 
2) Scara ; sin si tg) cuprinde ui 
pină la 5?49', 77 (sin 543, 77 = tg 5%43', 77 = 0,1). 
3 5 437. 77 pină la 45° (tg 45”=1) 
3) Scara T de la 5° 43”, 77 pinà £ ). : | 3 
5 flarea tg x, sin a si cotg a cind a< 5%43', 77, se întoarce rigla pe dos si se introduce pc gen Sn 
is y Js = : $, 1 3. ur ie ir "e Ai 
P * T cu ajutorul unui reper existent pe spatele riglei (fig. IV.7, a). Se tabore ca ng EN 
i e ' te tea = sin e pe scara B' în dreptul lui 10 de pe scara B (capătul din dreapta al aces ări). 
se cites d E scara n d e pe a 
pi "B se citeşte cotg în dreptul lui 1 de pes a B' (fig. IV.7, b). 


CATAS ELDER, 
Œ SET] 
| | sem x. mm 
d b 8 


inárii liniilor tri etri entru unghiuri 
Fig. IV.7. Schema determinării liniilor trigonometrice p g 
mici. 


5" stfel : i a igla pe dos si se introduce 4 üe pe 
7 <a < 45? se face astfel : se întoarce rigla pe dos Le RU M s 
ptul lui 10 de pe 


farea tg a şi cotg a cind 5742". 7 , a £ t 1 TUA 
A pia din partea stingă a riglei (fig. IV.8, a), apol se inte pn e mm 
e pe scara. B' în dreptul lui 1 de pe scară B valoarea lui tg &, iar p a 


a B’, valoarea cotz a. 
fail : e 1 
i colga 
a b 


Fig. IV.8. Schema determinării tangentei si cotangentei pentru 
X unghiuri mari. 


: à in caz ecede: ai ci ntr 
lui tea si cotg x cind 45” < & < 90? se procedeazá ca in cazul precedent numai cà pel 
+ ntru aflarea lui tex 8 g 


À ig se caută tg (90° — o). Mor j 
wes AE n a. re 77 T x < 90? se procedează astfel: se intoarce rigla pe dos 
cos S < 


, si se introduce « de ta scara S in dr ul reperului din dreapta sus, exis e > spatele riglei. 
du de la ept y l d pta sus, existent pe si 
fig. IV.9, a) si se int 1 lr d t t 


Apoi se jarce rigla pe faţă si se citeşte p ara B' in dreptul lui 10 de pescara B, và oarea lui sin « (fig.IV.9,5). 
toarc lap tă si se citest 3 n drer )d B, 9 
Apoi se întoarc 3 ă sis $ 


Aflarea lui cosa se face cu ajutorul lui sin (90° — a). 
a b 


iu : i E E 
"minárii sinus š 1usului pentru unghiuri me 
Fig. IV.9. Schema determinării sinusului $i cosinus j? 


Aflarea unghiului a care cores unde unei linii trigonometrice du e se fac rin atii inverse, fată pera- 
Afi li i e corespund 1 trigo: t dati face prin operat nverse, f de ope 


inii z ice descrise. 
tiile de aflare a liniilor trigonometrice d 
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— sá nu se deplaseze cáruciorul dacá manivela M sau pirghiile de anulare nu se aflá 


4. MAȘINI DE CALCUL CU ACTIONARE MANUALĂ E] n poziţia iniţială; 
SI ELECTROMECANICÁ — mu trebuie schimbat sensul de rotatie al manivelei inainte de a efectua turatia com- 
TP PR ] pletá ; 
4.1. MASIN n in L | — după lucru, maşina de calcul va trebui să rămînă în poziția inițială (în ceea ce pri- 
ASINI DE CALCUL CU ACŢIONARE MANUALA | veste părţile componente si indicaţiile contoarelor). 


SI METODE RATIONALE DE FOLOSIRE A LOR 


fanini ^ 4.1.2. Efectuarea calculelor : 
Masinile de calcul cu actionare manualá (aritmometrele) sint cele mai ráspindite, avind 


un pref de cost scăzut — în re ; ` T 5 » , i E y "n . 
ri d a feti inm rss esee celelalte mijloace de calcul (fig. IV. 10). Cu ajutorul — adunarea se face cu rotatii + (plus) ale manivelei (in sensul acelor de ceaso rnic), 
operaţii aritmetice : adunarea, scăderea, înmulţirea, împărţirea, tinind seama, la înscrierea numerelor, de poziţia virgulei ; 


ridicarea la putere, extragerea rădăcinii p: i diferi ratii i 

mental poca Sac : a — scăderea se face prin rotații — (minus) ale manivelei. De asemenea, se pot executa 

prieta piere > scăderea se realizează nerational, necesitind mai mult timp intro- 

Mei dn ede jore perans propriu-zisă. De altfel, şi la înmulțire si împărțire, înscrierea 
reprezintă aproximativ 30 și respectiv 20 % din timpul cerut de operația cores- 

punzătoare. Pe lingă aceasta, înscrierile intermediare si introducerea repetată a numerelo 

reprezintă importante surse de greșeli, care ar trebui e pe cit posibil — evitate. 7 


adunări si scăderi combinate ; 

— înmulțirea se tace înscriind unul din factori la inscriptor si invirtind manivela M 
piná cind in N apare cel de-al doilea factor. Atunci, la totalizator se va afla produsul, 
avind un numár de zecimale egal cu suma numerelor de zecimale ale factorilor. 

Pentru folosirea rationalá a masinii, la inmultire se recomandá ca in 7 sá se inscrie 
numárul avind cea mai mare lungime. De asemenea, înmulţirea cu cifrele 6; 7; 8 si 9 se 
inlocuieste cu înmulţirea cu o unitate de ordin superior si apoi, in sens contrar, cu comple- 
mentul, adicá (10—4); (10—3); (10—2); (10—1). 

Expresia de tipul a(b — c) se calculează înscriind a in I si rotind manivela in sens pozitiv 
sau negativ, corespunzátor diferentei, cifrá cu cifrá, a numerelor b si c. 

În cazul inmultirii mai multor numere d, b, c,..., cu același număr k, operaţia se face 
mai economic prin ,,dregere" : se înscrie k in I, se inmulteste cu a, se ,,drege" apoi a in b 
(obtinind produsul bk) etc. ; 

ari AROS alei NOT 
— împărțirea se face pe baza relaţiei — = c L r. Se înscrie deimpártitul la inscriplor 
i 

si se înregistrează in T, in funcţie de numárul de cifre cu care vrem sá oblinem citul. Se 
inscrie apoi impártitorul in Z, se șterge N, se pune schimbătorul la — (minus) şi prin 
rotiri ale manivelei in sens negativ piná la semnalul clopotelului si anulind ultima rotatie, 
se scade succesiv impártitorul din deimpártit, pornind de la cifra de ordinul cel mai mare 
a acestuia. 

În cazul împărţirii mai multor numere d, b, c, ... cu același număr k, este mai economic 
să se efectueze împărţirea sintetică : se înscrie k şi I si dacă prin rotiri ale manivelei facem 
sá apará in T numere cit mai apropiate de a, b, €, ..., atunci in N se vor obţine valorile 
respective ale citurilor. 

Împărţirea cu divizorii lui 10” se reduce la înmulţiri, mult mai ușor de efectuat 


mra)» 


Fig. IV.10. si b " "ri z i 

g 0 aşina de calcul »Triumphator”, cu actionare 
manuală : 

J — inscriptor; N — numărător de ture; T — totalizator; C 


M — ivelă : — cărucior ; É € E 

i E metre : B = butonul de translație a căruciorului ; — ecranul de a t a-2 a a-25 a a-4 

vizibilitate al inscriptorului; S — schimbător de sens de acumulare; de exemplu : — = ; — =- y —=- —_—— ete. |; 
A — pirghii de anulare. t 2 5 10 4 100 25 100 


—extragerea rădăcinii pálrale se bazează pe relația m — (14-8 4-5 t... (2n — 1)) — n?. 
Pentru a determina y N , se procedează astfel: se inscrie m în 1, se înregistrează in T, 
corespunzător numărului de cifre cu care vrem să obținem rezultatul si — impártind 


4.1.1. Reguli de lucru: 


ini v este permisă rotirea manivelei dacă pirghiile de anulare nu se află tn poziţia m in grupe de cite două cifre (de la virgulă la stinga) — se scad succesiv din m numerele 
: tia nie dacá se opreste cáruciorul intre douá pozitii stabile, in care caz nu trebuie impare 1, 3, 5... , 11. etc. incepind cu cifra din dreapta a grupei celei mai din stinga, 
acționate nici pirghiile de anulare ; piná la semnalul clopotelului, anulind ultima rotaţie ; trecerea la cifra următoare a lui m 


se face aplicînd regula celor 3 paşi: se mută căruciorul cu un pas la stinga, se dă dintele 
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ultimei cifre semnificative din Z cu un pas înapoi si se dă dintele următor cu un pas înainte 
la cifra 1, cu care se reincepe scáderea numerelor impare. 


O altă metodă de extragere a rădăcinii pătrate se bazează pe formula de aproximaţie ; 
= m E e PETERA ; ^ 
Vm zæ 0,5 — + 0,5 n’ = n, unde n’ este valoarea aproximativă a rădăcinii, obținută — 

n 
„de exemplu — din tabele. Dacă n’ este luat cu 3 cifre, rădăcina n se determină cu 6 cifre; 
dacă n’ este luat cu 4 cifre, n se determină cu 8 cifre etc. 


4.1.3. Verilicarea maşinilor de calcul eu acţionare manuală 


4.1.3.1. Verificări funcționale generale. Se veritică: mersul căruciorului pas cu pas 
si mișcarea lui generală ; funcționarea pirghiilor de anulare ; funcţionarea schimbătorului 
de sens și dacă mașina are acumulare la N; înscrierea cifrelor în / si vizibilitatea lor 
corectă în V ; capacitatea reală, care se verifică scăzind o unitate de ultimul ordin (în 
totalizator fiind 0 pe toate poziţiile) şi este dată de numărul primelor poziţii, de la dreapta, 
in care apare cifra 9; corectitudinea numerelor complementare si funcţionarea clopotelu- 
lui ; dacă se pot executa înscrieri directe de cifre în totalizator si transpunerea mecanică 
a cifrelor din T in Z. 


4.1.3.2. Verificarea funcționării la calcul. Se înscrie in Z un număr a, folosind toti 
dinţii si se înmulțește cu un număr b (folosind întreaga capacitate a lui N), in T oblinind 
un număr c; se anulează apoi N prin rotiri corespunzătoare ale manivelei, in T trebuind 
să apară zero; se înscrie în 7 numărul n = 370 370 37 şi se calculează 3n = 111 111 111, 
6n = 222 222 222, 9 n = 333 333 333 etc., iar prin rotații corespunzătoare in sens negativ, 
trebuie sá se obtiná din nou zero; se inscrie in 7, n —123 456 79 si se calculeazá 
9n—111 111 111, 18n — 222 222 222 etc., iar dacă se inmulteste n cu m — 99 999 999, trebuie 
să se obţină nm — 123 456 788 765 4321 ; se înscrie in 7, n= 123 456 789 si se calculează 
9 n —111 111 1101, 18n — 222 222 2202 etc., iar dacá se inmulteste n cu m — 999 999, 
trebuie sá se obţină nm — 123 456 665 543 211, care prin împărțire cu m trebuie sá dea 
restul zero. 


¡ANICÁ 


4.2. MASINI DE CALCUL CU ACTIONARE ELECTROME 
SI METODE ALE DE FOLOSIRE A LOR 


Maşinile de calcul înzestrate cu dispozitiv de acţionare electromecanicá (fig. IV.11), 
„deși au un pref de cost mai ridicat decit cele cu acţionare manuală, prezintă numeroase 
avantaje din punct de vedere al randamentului și comoditátii efectuării calculelor. Astfel, 
datele iniţiale sint introduse la o claviatură formată din 9 sau mai multe coloane, mașinile 
cu înmulţire automată avind în plus 10 clape pentru introducerea celui de al doilea factor 
al produsului. De asemenea, orice comandă de anulare, translație a cáruciorului sau de 
efectuare a operaţiilor aritmetice simple (adunare, scădere, înmulţire, împărţire) se 
realizează automat, prin apăsarea clapei corespunzătoare. Viteza de lucru mărită a aces- 
tor mașini face ca înregistrarea datelor să necesite cam același timp (la înmulţire și împăr- 
tire) sau chiar mai mult (la adunare și scădere) decit calculul însuși. De aceea, la efectuarea 
“calculelor, este bine sá se evite — pe cit posibil — înscrierea datelor intermediare. 
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Fig. IV.11. Maşina de calcul ,Soemtron 214", cu acţionare 
y electromecanicá : 


1 — claviatura inscriptorului general; 2 — clapa de zero $i anulatorul tre A 
(se intilneste numai la maşinile de tip „Supermetall 35 — clapa e em 
(pentru scădere); 4 — clapa de plus (pentru adunare) SES e de eee dă 
tire automată ; 6 — clapa de translatie a carului la stinga; 7 — clapa d 2 dar 
latie a carului la dreapta; 5 — clapa de anulare. (completă) a "verd Feos ^ 
general ; 9 — clapa de anulare a totalizatorului CĂ, LON clapa WEAR -— 
contorului de ture; 11 — clapa de intrerupere a împărțirii a y e — 
transmitere a numerelor de la totalizator la inscriptor; 13 m pe asi ES 
operatii repetate; 14 — clapa pentru anularea repetitiei ; uem ne A 
(13) in poziţia inițială ; 15 — pirghie pentru anularea automa dne dpi 
de ture; 16 — pirghie pentru anularea automatá a jopalisator mi AUR e 
rucior ; 18 — pirghia de comutare a sensului de aonmniare a AS n ER 
ture; 19 — ecranul de vizibilitate al inscriptorului ; 20 — a ei da 
poziţie a cáruciorului ; 21 — indicatorul de virgulă sau de grupe à xi: d 
inscriptor; 22 — indicatorul de virgulá sau de grupe de cifre pen ss ni 
de ture; 22 — indicatorul de virgulă sau de grupe de cifre pentru i ote E on 
24 — butoane pentru introducerea directă a cifrelor la estas Aa » 
tor de ture; 26 — butoane pentru reglarea” pozitiei cărucioru u De pri eg 
pártire; 27 — pirghia de blocare a mecanismului de —— s EPEA 
28 — pirghia de anulare à inscriptorului inmultirii automa oa V CREE e 
de inchidere a ecranului inscriptorului de inmultire J 30 T x pes x jn 
scriptorului de înmulţire ; 31 "n — de ce Ena rara 
i ire egativá; 33 — clapa de regia t ntri 

metre dinastia căruciorului și transmiterea numerelor din inscriptor în 

totalizator). 


4.2.1. Reguli de lucru: 


— înregistrarea cifrelor la claviatură se face prin apăsarea a O a e 
o clapá rámine blocatá in pozitie intermediará, se va lovi scurt clapa, ce 
revină in poziţia iniţială ; 

— nu trebuie acționată pirghia 28 (sau clapa C* 
clapele inscriptorului de inmultire este blocatá; 


— la ,,Soemtron 215") dacă una din 


29 — c. 292 
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— nu este permisă acționarea concomitentă a mai multor clape sau butoane sau să se 
acționeze vreunul din ele în timpul funcţionării mașinii (cu excepţia clapei de întrerupere 
a împărţirii) ; 

— la sesizarea unui zgomot deosebit, trebuie scoasă imediat fișa din mașină. 


4.2.2. Efectuarea calculelor. Punerea în funcţiune a mașinii se face prin apăsarea 
clapei corespunzătoare operaţiei pe care dorim să o executăm, decuplarea realizindu-se 
automat după terminarea operaţiei respective. 

Adunarea se face cu ajutorul clapei 4, tinind seama — la înserierea numerelor — de 
poziţia virgulei si urmărind ca celelalte clape, ca si căruciorul, să se afle in poziţia iniţială. 

Scăderea se realizează cu ajutorul clapei 3 si respectind aceleaşi condiţii. Pentru a 
înregistra la contorul 25 numărul de operaţii de scădere, se comută pirghia 78 pe minus. 
La adunări sau scăderi repetate se apasă clapa R pentru a nu se anula numărul înregistrat 
la inscriptor. 

La unele mașini trebuie avut în vedere faptul că la trecerea de la un număr negativ 
(reprezentat prin complementul său) la un număr pozitiv, poate apărea o cifră (în stinga 
totalizatorului) care modifică rezultatul, dacă nu se tine seama de ordinul de mărime al 
rezultatului. 

Înmulțirea automată se realizează prin înscrierea unui factor la claviatura inscriptorului 
general si a celuilalt factor la inscriptorul de înmulţire, apásind apoi clapa 37. Valoarea 
produsului apare la totalizator. 

La înmulţirea multiplă, adică la calculul unei expresii de forma: zr — abc .. .3 86 
efectueazá intii primul produs ; se retransmite de la totalizator la inscriptor (fárá sá apará 
la claviatură) apásind pe clapa RU 12; se înregistrează apoi urmátorul factor c la inserip- 
torul de inmultire si se apasá pe clapa 31; la totalizator va apárea produsul primilor 3 
factori si se procedeazá similar in continuare. 

La operatii cumulate se va avea in vedere pozitia pirghiilor 15 si 16, precum si folosirea 
(la nevoie) a clapei de inmultire negativá 32. 

Avind in vedere recomandarea de a elimina — pe cit posibil — inscrierile intermediare, 
o expresie de tipul x = (a + b) (c — d) se calculează fără a determina suma si diferenta, 
considerind expresia dată sub forma : x = a (c — d) + b (c — d). 

Împărțirea se face automat, cu ajutorul clapei 5, care comutá pirghia 73 la minus si 
efectuează împărţirea cifră cu cifră, deplasind cáruciorul la stinga. Deimpártitul se poate 
transmite din inscriptor la totalizator cu ajutorul clapei 23 sau prin clapa de adunare 4, 
sau poate fi înscris direct din butoanele totalizatorului. Impártitorul se înscrie la claviatura 
inscriptorului 7, cu prima cifrá in dreptul primei cifre a deimpártitului. Citul va rezulta 
la contorul de ture. 

Intreruperea procesului de impártire, de exemplu cind acesta s-ar desfásura la infinit 
(impártirea cu zero), se face prin apásarea clapei 17 (de douá ori). Pentru oprirea impártirii 
dupá un anumit numár de cifre, se actioneazá de asemenea clapa 11 (o datá). 


4.2.3. Verilicarea maşinilor de calcul eu acţionare electromecanicá 


4.2.3.1. Verificări functionale generale. Acestea constau in: verificarea legăturii cablului ; 
verificarea cuplajului motorului (corespunzător curentului si tensiunii reţelei) ; verificarea 
numărului de rotații (470 — 500/min) ; verificarea clapelor de funcţionare (să se afle in 
poziţia corectă) ; verificarea căruciorului (să nu se afle într-o poziţie intermediară). 


4.2.3.2. Verificarea funcționării la calcul. Se pot folosi aceleasi procedee descrise la 
mașinile de calcul cu acţionare manuală. 
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5. MASINI ELECTRONICE DE CALCUL 


5.1. SCURT ISTORIC. GENERALITĂȚI, DEFINIȚII 
ȘI CLASIFICARE 


Concepţia despre calculatoare datează de mai multe secole în urmă fustei papier 
(1617), Pascal (1642), Leibnitz (1671) care a descris o maşină ce putea inanes md 
prin adunári succesive, Jacquard (1801) a utilizat cartele perforate la războaiele E pesu 
iar între anii 1834 — 1854, Charles Bobbague a elaborat numeroase idei care azi sînt utili- 
zate la construcția calculatoarelor moderne. Maşina sa care utiliza roți dințate pentru 
calcule nu a fost însă realizată complet. * 

Abia intre anii 1942 — 1945 s-a construit primul calculator care utiliza tuburile E 
tronice si anume ENIAC, iar intre anii 1948 — 1950 s-a realizat primul colenlator care 
întruneşte aproape toate principiile fundamentale ale calculatoarelor moderne și anume 
SEAC (S. U. A.). ; 

Se numește calculator orice mijloc de calcul automat care permite sá se efectueze ope- 
ratii aritmetice sau algebrice conform unui program determinat. 

“Trebuie făcută distincția între calculatoare analogice si f numerice : calculatoarele 
numerice prelucrează chiar numerele însăși sub forma explicită ; iar cepe ein n ni 
functioneazá pe baza reprezentárii numerelor de exemplu cu ajutorul ium » ie ati 
lor etc., putind reproduce ori modela desfășurarea unui dig sau proces de or x iie eg 
prin analogia acestuia cu procesele electrice care se pice goal în NDS Murs atoru y: 

În evoluția calculatoarelor electronice numerice se disting 3 generații Ld ne ai 

— calculatoarele din generaţia I-a cu circuite electronice echipate eu tuburi si memorii 
interne cu tambur, fiind caracterizate prin sigurantá redusá in funclionare ; ! 

— calculatoarele din generaţia a II-a care folosesc circuitele electronice eu mort 
si memoriile interne cu ferite, fiind caracterizate printr-o sigurantá in functionare mărită 

99%); 
"Mr si din generaţia a III-a care au apărut prin anii 1964— 1965 folosindu-se 
circuite integrate (UNIVAC 1107, SIEMENS 4004) sau circuite pa pes] 
(IBM 360), avind memorii interne pe ferite cu o capacitate foarte mare mergind piná la 
citeva milioane de caractere, coeficientul de sigurantá fiind practic 100%. i | 

Actualmente se construiesc atit calculatoare din generaţia a II-a (tranzistorizate), 
cit si din generatia a III-a. 

Totodatá trebuie remarcat cá in prezent se mai construiesc foarte rar ga par 
izolate, firmele constructoare realizind serii sau familii de calculatoare pate Spt eus eto 
zate prin :1) stergerea tot mai accentuatá a diferentelor intre calculatoar SP pss m pg 
stiintifice, industriale sau comerciale ; 2) extensibilitatea sistemului e jor vim E 

tatea fie a atasárii unor noi echipamente periferice, fie a inlocuirii unitátii centrale a 
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mai puternică în cadrul aceleași familii ; 3) ușurința in ceea ce privește programarea, exis- 
tind biblioteci bogate de programe ; 4) compatibilitatea programelor în cadrul unui sistem, 
realizată printr-un cod unic de instrucţiuni ; 5) posibilitatea folosirii programelor elaborate 
pentru tipuri mai vechi de calculatoare construite de aceeași firmă. 

Viteza de calcul și capacitatea memoriei interne reprezintă caracteristici esenţiale ale 
calculatoarelor. Astfel, pornind de la calculatoarele mici care aveau citeva sute de celule 
de memorie si o viteză de calcul de 50—500 operaţii pe secundă. s-a ajuns în prezent la 
marile calculatoare care au mai multe milioane de celule de memorie și vitezele de calcul 
ajung la 2—3 milioane adunări/secundă (CDC 6600, IBM 360/90) și chiar mai mult, ajun- 
gindu-se pină la 20 milioane adunări/secundă. 

Calculatoarele moderne pot fi construite pentru scopuri speciale rezolvind un grup 
de probleme similare — calculatoare specializate, sau pot fi proiectate pentru a fi suple, 
acoperind un larg domeniu de probleme — calculatoare universale. Calculatoarele pot 
rezolva multe tipuri de lucrări, în domeniile comerciale, științifice, industriale, de comuni- 
'atii, statistice, logice si de traducere. Se vor specifica numai două dintre ele : 

— calculatorul științific, care rezolvă cu eficiență maximă problemele in care predomină 
calculele, el putind fi caracterizat prin date puţine și calcule numeroase ; 

— calculatorul comercial; care are o eficiență maximă în rezolvarea problemelor in 
care datele sint numeroase, iar calculele sint puţine. 

În capitolele următoare vor fi analizate numai calculatoarele numerice a căror dezvol- 
tare în ultimul deceniu este impresionantă, calculatoare care au aplicabilitate in toate 
ramurile economiei nationale. 


5.2. BAZELE ARITMETICE ALE CALCULATOARELOR 
ELECTRONICE NUMERICE 


5.2.1. Sisteme de numerație. Pentru realizarea operaţiilor aritmetice într-un calculator 
electronic numeric, se utilizează algoritmi ! speciali, deoarece algoritmii aritmetici 
obișnuiți se dovedesc a fi in general nepotriviti. 

Calculatoarele electronice numerice opereazá cu numere care contin informatia care 
urmează a fi prelucrată în diferite sisteme de numeratie. 

Sistemele de numerație reprezintă totalitatea regulilor de formare a numerelor prin 
cifre, astfel încit folosind un număr limitat de cifre să se poată forma orice număr, oricit 
de mare sau mic ar fi el. Cifrele din care sint alcătuite numerele într-un sistem de nume- 
ralie, Tormeazá baza sistemului de numeratie respectiv. 

Astfel, sistemul uzual care foloseste zece cifre se numeste sistem zecimal de numeralie, 
a cărui bază este formată din cifrele: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 881 9. Mașinile electronice 
de calcul folosesc și alte sisteme. Sistemul octal cu 8 cifre de bază: 0:1;2; 3; 4; 5;6 şi 7 
si sistemul binar unde orice număr este scris cu ajutorul a numai două cifre : 0 și 1 (tabelul 
IV. 1). Astfel, se pot construi si alte sisteme de numerație: ternar, cuaternar, hexazecimal 
etc., dar ne vom limita numai la cele prezentate deoarece se folosesc cel mai des. 


1) În cazul de faţă, prin algoritm se înţelege grupul de reguli utilizate pentru desfásu- 
rarea unei operaţii aritmetice. 
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Tabelul IV. 
Corespondenta numerelor mici în cele 3 baze uzuale 


DO al A A A ti ee CU y ta No WTCC TR M 
| | || | 
| Zecimal | Octal Binar | Zecimal | Octal | dinar 
| | | 
hi bo a digo | 
0 | 0 | 000 | 10 12 1010 
1 | i 001 11 13 1011 
2 2 | 010 12 14 1100 
3 Fa 011 13 i5 . dk vni 
| wo od i4. | 16 | 1118 
5 5 101 15 | 17 | 1111 
6 | 6 | 110 16 | 20 | 10000 | 
M EN TT 17 21 | 10001 | 
8 | 10- | 1000 18 22 10010 | 
9 | di | 1001 | 19 23 | 10011 | 
| | 20 24 | 10100 | 


Numárul de cifre (numárul pozitiilor) necesare pentru reprezentarea unui numár dat 
este cu atit mai mare cu cit baza este mai micá, ceea ce este un dezavantaj pentru sistemul 
binar, in schimb operatiile aritmetice se simplificá Ia maximum astfel : 


e 
| 
| 


Adunarea Scăderea Înmulțirea 


0+-0=0 Ü —0.=0 | 0-20 
0+1=1 —0=1 | do 
1+0=1 i -—31 =0.] 0=0 ¡ 
14-1-2-10|10—1 —1 1-1 | 


Adáugind la acesta si avantajul cá cifrele 0 si 1 pot fi uşor reprezentate în mașinile 
electronice de calcul, a făcut ca sistemul binar să fie folosit aproape in exclusivitate pentru 
efectuarea calculelor, sistemul zecimal fiind folosit în special pentru introducerea datelor 
numerice si extragerea rezultatelor din calculatoare. La multe calculatoare se folosește si 
sistemul octal în special la codificarea operaţiilor sau la adresarea unităţilor de informaţie. 


5.2.2, Conversiunea numerelor dintr-un sistem de numerație în altul. Deoarece la 
calculatoarele numerice se folosesc toate aceste 3 sisteme de numerație, apare necesitatea 
conversiunii numerelor dintr-un sistem de numerație în altul. 

într-un sistem de numerație cu baza p, orice număr N se poate reprezenta astfel : 


N= 0 p*-* A+ daa ph-17 p] c 


^ 


y -—A de És 
T a-34p-?-r... +4=mp"" — dy ¿pis 


. + a pt + ap! + a-,p7*+ 


sau: N = dpa ua +++» 0j dg A-3>-- 
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unde: p este în cazul nostru 2; $ sau 70 după cum este vorba de sistem binar, octal 
sau zecimal; 
a; sint cifre ale bazei p, adică 0< a; < p — 1, unele dintre acestea putindu-se repeta ; 
n este numárul de cifre intregi ; 
m — numărul de cifre fractionare a numărului. 


De exemplu, numárul zecimal 135,24 si numárul binar 1010, 011 au urmátoarea repre- 
zentare : 


| 135,24 = 1x10? + 3 x 10! + 5 x 10? -- 2 x 10-1 + 4 x 10-? 
1010,011 =1 x23+0x2+1x 240x240 x2-1441 x 2-41 x2-3 


5.2.2.1. Conversiunea numerelor întregi. Un număr întreg are următoarea reprezentare : 
am —1 o 
N =p P"*+... + 0Pp". 


Vom incepe cu conversiunea numerelor scrise in baza 10, in numere binare (conversiunea 
zecimal-binară). Aceasta se realizează prin împărţirea repetată la 2, conform următorului 
algoritm : 

Etapa 1. Se împarte numărul zecimal întreg prin baza 2. Se obţine un cit Q, si un rest ay. 

Etapa 2. Se imparte citul Q, prin baza 2, obtinindu-se citul Q, si restul a,. 

Elapa 3. Se continuă această operaţie piná se obţine Q, = 0. Resturile obținute vor fi 
cifrele numărului binar convertit, ay fiind cifra cea mai din dreapta (cea mai puţin semni- 
ficativá). 


Exemplul 3. Să se convertească numărul 67 scris in baza 10, in număr binar. 


| 

Algoritmul ai | 

| 

67:2 — 83 +1 ay 1 | 

38:2 — 16 +1 d o3 esl 

16:22 840 da — 0 | 
8:2= 4-0 | ü; — 0 
4:22 240 470 

2:22 14-0 d; — 0 | 

| 3:9 0-1 a, =i | 

| 


Împărțirea repetati la 2 s-a făcut pină s-a obţinut Q, = 0. Resturile obținute formează numărul binar echi- 
valent adică : 6710) = 1000011 (2) a 

Pentru a converti numerele binare in numere scrise in sistem zecimal (convertirea binar-zecimalá; se va folosi 
metoda inmultirii repetate cu 2 conform următorului algoritm : 

Etapa 1. Se începe cu cifra cea mai semnificativă (cea mai dia stinga) a numirului binar, 

Etapa 2. Se dublează această cifră dacă cea de a două cifră semnificativă este 0, sau se dubleazá si se adaugă 
1 dacă a doua cifră semnificativă este 1. Rezultatul obținut se notează cu M,. 

Etapa 3. Se dublează M, dacă a 3-a cifră semnificativă este 0, sau se dublează si se adaugă 1, dacă a 3-a 
cifră semnificativă este 1. Rezultatul este My. 

Etapa 4. Se continuă această operaţie pină cind este efectuată înmulțirea care corespunde celei mai puțin 
semnificative cifre (cifra cea mai din dreapta) a numărului binar. 
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Exemplul 4. Să se convertească numărul 1000011 (5; in sistem zecimal. Cifra cea mai semnificativă este 
1: 
d, 


M, = 1x2+0= 2 

| M= 2x2+0= 4 
M= 4x2+0= 8 
M= 8x2+0=16 

M,=16x2+ 33 

| M,=N = 33x2+1=6 


S-a obtinut numărul zecimal 67 si se poate face verificarea cu exemplul anterior, Deci : 


10000112, = 67,10) - 


5.2.2.2. Conversiunea numerelor fraclionare. Un numár fractionar are urmátoarea repre- 
zentare : 


— m 


N esae, podas A pir 


— 


Conversiunea zecimal-binará se efectuează folosind metoda inmullirii repetate la 2 
conform următorului algoritm : 

Etapa 1. Se înmulțește numărul zecimal fractionar N dat, cu baza 2. Rezultă partea 
funcțională FF, si partea întreagă a-—. 

Etapa 2. Se înmulțește partea fraclionará F, cu baza 2. Rezultá partea fractionará 
F, si partea întreagă a. s. 

Etapa 3. Se continuă această operaţie piná cind Fm = 0. 

Părţile întregi a—,, 4-9, ... sint cifrele numărului N convertit in sistem binar, a—, 
fiind cifra cea mai semnificativă. 


Exemplul 5. Să se convertească în sistem binar numărul zecimal 0,847 : 


Algoritmul 


0,847 > 1 

| | 0,694 x 2 = 1,388 da =1 
| 0,988 x 2 = 0,776 4-30 

| 0,776 x 2 = 1,552 ay =1 

0,552 x 2 — 1,104 a =1 

0,104 x 2 = 0,208 0L. — 0 


0,208 


Operatia se poate continua in acest mod fárá a se ajunge la Fm= 9. Un număr fractionar finit intr-un m. 
de numeratie nu poate fi intotdeauna reprezentat tot de un numár finit intr-un alt sistem de numeratie. 
ai, Ag, ... formează numărul binar echivalent 0,110110001... Deci: 


0,847,19) = 0,110110001 ... (gj. 
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Pentru conversia binar-zecimală se foloseşte metoda impártirii repetate la 2, conform algoritmului : 

Etapa 1. Se începe cu cifra cea mai puţin semnificativă a numărului binar. 

Etapa 2. Se imparte această cifră cu 2 dacă următoarea cifră semnificativă este 0, sau se imparte cu 2 şi ge 
adaugă 1 dacă următoarea cifră semnificativă este 1. Rezultatul este R,. 

Etapa 3. Se împarte R, cu 2 dacă a 3-a cifră semnificativă este 0, sau se imparte cu 2 şi se adaugă 1 dacă 
a 3-a cifră semnificativă este 1. Rezultatul este Ra. 

Etapa 4. Se continuă această operaţie pină cind împărţirea care corespunde cifrei 0 de la stinga virgulei a 
fost efectuată. 

Etapa 5, Numărul zecimal obținut este echivalentul zecimal al numărului binar dat. 

Exemplul 6. Să se convertească in sistem zecimal numărul binar 0,11011. Cifra cea mai puțin semnificativă 
este d; = 1: 


R,= (1 : +1 145 
Ra (1,5 2) 0 0,75 
R = (055 : 2) +1 = 1,375 


R, = (1,375 : 2) + 1 = 1,6875 

R; = (1,0875: 2) + 0 = 0,84375 
Numárul zecimal obtinut este 0,84375 care nu corespunde cu valoarea 0,847 din exemplul precedent, Da 
aceea, pentru a se obtine numárul convertit cu exactitatea doritá trebuie sá se foloseascá un numár cores- 


punzátor de cifre, Legătura dintre numărul de cifre zecimale şi numărul de cifre binare astfel ca precizia de 
reprezentare a numărului fractionar în cele două baze să fie aceeaşi este dată în tabelul IV. 2. 


Tabelul IV2 


Legătura dintre numărul de cifre zecimale si numărul 
de ciire binare 


UN ăr a - "m z T x 
Numărul de Numărul decifre| Numărul de 


> Numărul de 
cifre | binare | cifre zecimale cifre binare 
zecimale | | 
] 
0 0 | 6 20 
| | 4 | 7 24 
ovs 7 8 27 
3 10 | 9 30 
1 | 14 | 10 | 34 
5 | 17 11 | 37 


Astfel, in exemplul precedent avind numai 5 cifre binare inseamnă cà maximum una sau două cifre zecimale 
pot fi exacte. Pentru a obține cele 3 cifre zecimale (0,847) ne-ar fi trebuit 10 cifre binare. 


5.2.2.3. Conversiunea binar-octalá si octal-binară. Din tabelul IV.1 se observă cum se 
pot obţine direct din numerele binare cele octale si invers, făcînd observaţia că la 3 cifre 
binare corespunde o cifră octală. Astfel, dacă se imparte numărul binar de la dreapta la 
stinga în grupe de cite 3 cifre si se ia echivalentul acestora in octal, din tabelul IV.1, se 
obţine : 


1000110111, = 1067 (g)- 


Se poate proceda si invers. Dacă se dá un număr scris in sistem octal se poate afla 
direct reprezentarea binară, fiecărei cifre octale corespunzindu-i 3 cifre binare consecutive. 
$ E : Fin rA is ce 3 
Simplicitatea acestei treceri se întemeiază pe faptul că cifra 8 este o putere a lui 2 (8 = 2 ?). 
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5.9.2.4. Conversiunea zecimal-octalá. Aceastá conversiune este identicá cu cea zecimal- 
binará cu excepţia faptului că inmultirea cu 2 si impártirea cu 2 se înlocuieşte cu inmulti- 
rea si impártirea prin 8. 

Pentru conversiunea octal-zecimalá se poale folosi si altă metodă. Se efectuează 
intii conversiunea octal-binară și apoi conversiunea binar-zecimală. O a treia metodă, care 
este cea mai practică folosește un tabel de conversiune octal-zecimalá. 


* 
* 


* 


Numerele care au si parte intreagá si parle fractionará se convertesc luindu-se separat 
partea intreagá si partea fractionará. 

Astfel, in cazul conversiunii binar-octale, numárul se desparte incepind de la virgulá 
spre dreapta si spre stinga, in grupe de cite 3 cifre binare, care apoi se inlocuiesc cu echiva- 
lentul lor in octal folosind tabelul IV.1, virgula pástrindu-si pozitia. 


De exemplu: 
1 101 001 011, 010 101 11,5; = 1513, 2564). 


În mod analog, un număr octal cu parte întreagă si fractionará se transformá în număr 
binar prin inlocuirea fiecárei cifre octale cu 3 cifre binare, din tabelul IV.1. 


De exemplu: 
672,531(4, = 110 111 010, 101 011 0014). 


Marea majoritate a calculatoarelor utilizeazá pentru inregistrarea numerelor si in 
cursul procesului de calcul scrierea binará din douá motive : din punct de vedere al calcu- 
lului preferința pentru această reprezentare se datorește simpli:itátii procedeelor de 
executare a operatiilor aritmetice; din punct de vedere tehnic sint mai usor de realizat 
clemente eu două stări stabile de funcţionare decit cu mai multe stări. Cu toate acestea 
există calculatoare electronice care lucrează cu scrierea în baza 3 (reprezentarea ternară), 
de exemplu mașina electronică de calcul SETUN dela Universitatea Lomonosov Moscova ; 
de asemenea, în special în domeniul calculelor financiare și bancare sint folosite calculatoare 
electronice zecimale unde se utilizează codificarea zecimal-binară a numerelor, potrivit căreia 
fiecare cifră zecimală este reprezentată cu ajutorul unui grup de 4 citre binare, folosind 
tabelul IV, 1. Dacă numărul echivalent din tabel are mai puţin de 4 cifre el se completează 
cu zerouri adăugare la stinga, pină se formează grupa de 4 cifre. De exemplu, numărul 
zecimal 67 are reprezentarea zecimal-binară 01100111 în timp ce echivalentul binar 
al acestui număr este 1000011. 

Astfel, dacă fiecare cifră dintr-un număr zecimal se reprezintă prin echivalentul ei in 
cod binar, fără a efectua o conversiune se spune că acel număr este reprezentat in cod 
zecimal-binar. 

Mai există și codificarea octal-binară a numerelor astfel : numerele octale reprezentate 
în acest cod au aceeași formă cu echivalentul lor binar, așa cum s-a arătat mai înainte. 
Alte mașini folosesc reprezentarea hexazecimală. 


5.2.3. Reprezentarea codificată a numerelor. Marea majoritate a calculatoarelor 
operează cu numere binare conform regulilor de calcul menţionate, care însă se refereau 
numai la operaţii cu numere pozitive. 

Pentru a reglementa efectuarea operaţiilor si cu numere negative este necesară o repre- 
zentare codificată a numerelor. 

Această reprezentare internă codificată a numerelor in calculator mai este necesară $i 
pentru că acesta nu lucrează cu simboluri grafice de forma + ; — ;. ; ci numai cu succesiuni 
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de cifre, care conform unor reguli bine determinate, definesc in mod unic semnul numáru- 
lui si pozitia virgulei (in cazul caleulatorului cu virgulá fixá). 

Astfel, calculatoarele efectueazá scáderea prin adunarea complementului numárului 
ce trebuie scăzut. În acest mod, diferite circuite corelate cu scăderea sint eliminate, iar — 
costul echipamentului este mai redus. . 

Existá douá complemente asociate unui numár. Astfel, complementele in sistemul 
numeric zecimal sint : complement fatá de 9 si complement fatá de 10. 

Complementul fatá de 9 al unui numár se obtine scázind fiecare cifrá zecimalá din 9, 
De exemplu, complementul faţă de 9 al lui 47523 7, este 52476. Complementul faţă de 10 al 


unui număr se găsește obtinind mai intii complementul faţă de 9 și adáugind după aceea 1 — 


la rezultat. De exemplu, complementul față de 10 al lui 371824) este 62818. 

Complementele în sistemul numeric octal sint: 1) complementul fatá de 7 al unui 
numár, care se gáseste scázind fiecare cifrá a numárului octal din 7 ; astfel, complementul 
faţă de 7 al lui 320724) este 45705 ; 2) complementul faţă de 8 ce se găsește obtinind mai — 
intii complementul faţă de 7 adáugind apoi 1 la rezultat ; astfel, complementul faţă de 
8 al numărului octal 120624, este 65716. 

Complementele in sistemul numeric binar sint : 1) complementul fatá de 1 (cod invers) 
al unui numár ce se obtine inlocuind pe 1 cu 0 si pe 0 cu 1. De exemplu, complementul 
față de 1 al lui 1010010(5, este 0101101 ; 2) complementul faţă de 2 (cod complementar) 
se obţine făcînd intii complementul față de 1 și adáugind apoi 1 la rezultat. De exemplu, 
complementul faţă de 2 al lui 10100114) este 0101101. 

În afară de reprezentarea numerelor scrise binar in cod complementar la 1 și la 2 mai 
existá si reprezentarea in codul direct. 

Se va face acum deosebirea intre calculatoarele cu virgula fixá si cele cu virgula mobilá. 

Calculatoarele cu virgulă fixă sint acele calculatoare care lucrează numai cu numere 
în care numărul de cifre din stinga virgulei, poziţia virgulei si numărul de cifre de la 
dreapta virgulei sint fixe. 

Foarte des se lucrează cu numere subunitare — 1 < N < 1, de 
N = + 0,0,054,...a,, unde a; sint cifre binare 0 sau 1. 

În cazul virgulei fixe, datele, rezultatele intermediare si rezultatele finale trebuie sá 
fie numere N de forma standard, deci astfel incit |N | — 1. 

5.2.3.1. Reprezentarea numerelor binare în cod direct. Fiind dat numărul real N, IN | <1, 
prin reprezentarea lui in cod direct se înţelege numărul Np definit în modul următor : 


forma standard 


N; dacă N > 0 
Np = i 
1—N; dacă N<0 


De exemplu: N = 0,110011 are reprezentarea in cod direct Np = 0,110011, iar 
N= —0.110101 are reprezentarea in cod direct Np —1—(—0,110101) = 1,110101. Cifrele 
din dreapta virgulei coincid cu acelea ale numărului reprezentat indiferent dacă el a 
fost pozitiv sau negativ, iar în stinga virgulei apare cifra semn 1 pentru —si 0 pentru T 


5.2.3.2. Reprezentarea numerelor binare in cod invers (complement faţă de 1). Fiind 
dat un număr real N, |N|<1, prin reprezentarea lui în codul invers se înțelege numărul 
AN; definit astfel : 
N; dacă N >0 
Ny: = 
10+ N — 10-"; dacă N< 0 


unde n este numărul de cifre binare care urmează după virgulă in numărul N, 
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De exemplu : N = 0,110011 are reprezentarea în cod invers Nr = 0,110011; iar 
N = —0,101101 are reprezentarea in cod invers N;—10—0,101101—10—-9 = 1,111111— 
— 0.101101 = 1,010010. Cifrele din dreapta virgulei unui număr pozitiv se menţin in 
codul invers, iar pentru numerele negative se înlocuiește 1 cu 0 și 0 cu 1. În stinga 
virgulei apare O sau 1 dupá cum numárul a fost pozitiv, respectiv negativ, omitindu-se 
si semnul + sau — din fata acestei cifre. 
Cifra binară din stinga virgulei va reprezenta semnul după aceeași regulă ca la codul 
direct. 

5.2.3.3. Reprezentarea numerelor binare in cod complementar (complement față de 2). 
Fiind dat un număr real N, |N|<1 prin reprezentarea lui N în codul complementar se 
înțelege numărul N, definit astfel : 


N; dacă N>0 
Ne = ] 
10 + N; dacă N — 0 


De exemplu: N = 0,101111 are reprezentarea in cod complementar N, = 0,101111 ; 
iar N = — 0,111001 are reprezentarea in cod complementar: 


N, — 10,000000 + (—0,111001) — 1,000111. 


Pentru numerele negative la cifrele din dreapta virgulei se înlocuiește 1 cu 0 si 0 cu 
1, iar la ultima cifrá (cea mai din dreapta) astfel obtinutá, se adaugá o unitate binará. 
În stinga virgulei apare cifra 1, care este cifra semn pentru numere negative. 

Deoarece 10 = 1,111...14-0,000...01, in cazul numerelor negative N, se obține 
din Nr prin adăugarea unei unităţi in ultima poziţie : N, = Nr + 0,0...01. 

Pentru numere pozitive Ny = Nr = Ng si la stinga virgulei este cifra 0, iar pentru 
toate cele 3 reprezentări cifra din stinga virgulei numerelor negative, este 1. 


* 


* * 


În calculatoarele cu virgulă mobilă, un număr se poate scrie sub forma : N = + M.10E£, 
unde M este un număr subunitar și pozitiv, denumit mantisă, iar E este un număr 
întreg pozitiv sau negativ denumit ordin ; pentru numere N =Æ 0 se adoptă forma normală 
unde M are prima cifră după virgulă nenulă. 

Si in acest caz, numerele M si E se reprezintă într-unul din codurile menţionate ; 10 
reprezintă baza sistemului de numerație si nu se specifică explicit în cuvint. 

În calculul cu virgula mobilă, unde se utilizează reprezentarea binară, numerele N 
nenule sint scrise sub forma: 


N = +M.2£, cu 1/2 SM — 1 (astfel ca M = 0,1...); 


De exemplu : 1) N — 110,01; N = 0,11001.2H, deci M = 0,11001 si E=11; 
2) N = —0,00111; N = —0,111.2-!9, deci M = —0,111 şi E— —10. 

Trecerea de la o formă oarecare de scriere în virgula mobilă la forma normală se nu- 
mește normalizare. [ 

Conditia 1/2 «; M — 1 asigurá folosirea maximá a cifrelor semnificative si unicitatea 
reprezentării. 

1 Caleulatoarele electronice care lucreazá in virgula mobilá, putind lucra in general 
5i in virgula fixá, se numesc calculatoare cu virgulá mobilá. 

Caleulatoarele cu virgulá mobilá sint mai complicate, din punct de vedere constructiv, 
decit acelea cu virgulá fixá; in schimb, in exploatare sint superioare deoarece nu mai fac 
hecesará verificarea condiţiei relative la depășirea unităţii (apariţia in calcule a unui 
numár supraunitar ce duce la pierderea anumitor cifre, rezultatele fiind incorecte). 


| 
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5.2.4. Efectuarea operaţiilor aritmetice eu numere codificate în calculatorul electro. 
nie. Deoarece calculatorul electronic lucrează cu numere codificate, indiferent dacă este 
vorba de un număr pozitiv sau negativ, acestuia i se asociază un număr pozitiv conform 
codului folosit, reducindu-se toate operațiile aritmetice, la operații cu numere pozitive, 

În continuare se va presupune că se efectuează operații aritmetice în binar, folosind 
calculatoare cu virgulă fixă, utilizind reprezentarea complementară (cod complementar 
la 2) a numerelor. Se mai presupune că datele, rezultatele intermediare, si finale sint va- 
lori subunitare, pozitive sau negative. 


Astfel, fie două numere subunitare M si N; atunci: 


(M + N), | Me Ne = (MN), 


M,— N, = 


(M — N), |l M; N- 0 N,. 


Deoarece calculatorul lucrează cu reprezentarea complementará, la dispoziție nu sint 
valorile M si N ci M, și N,, iar în mașină nu se obţine valoarea M + N de exemplu, ci 
(M + No. 

Se vor explicita putin aceste operatii : Operatia de adunare in calculatorul electronic 
se defineste ca o adunare obisnuitá, urmatá de eliminarea cifrelor care apar in stinga 
cifrei semn. 


¿xemplul 7 : 1) W = 0,0101; N —0,0011 adică M —5/16; N —3/16; Me = 0,0101; Ne = 0,0011; M, + Ne = 
= 0,100 = (M + N)e = 8/16. 


2) M = 0,0101; N = — 0,0011, Acum Me = 0,0101; Ne = 1,1101; Mc + Ne = 10,0010 (adică 0,0010 
pentru că se elimină cifrele din stinga cifrei semn) = (M + N)¿ = M + N (pentru cá este număr pozitiv) = 
= 2/10. 

3) M = — 0,0101; N = 0,0011; Mc = 1,1011; Nc = 0,0011; Me + Ne = 1,1110 = (M + Nje; ME 
+ N = — 0,0010 = — 2/18. 

4) M = — 0,0101; N = — 0,0011. Adică Me = 1,1011, Ne = 1,1101 si Mg + Ne = (M+ Nig = 
= 11,1000 = 1,1000. Deci, făcind complementul acestui număr se obține M + N = — 0,1000 = — 8/16. 


Operația de scădere in calculator este definită prin reducere la cazul adunării, astfel : Me — Ne = Me + (— Nie, 

Deoarece cazul inmultirii si al împărţirii se poate reduce la acela al efectuării unor adunări si scăderi 
nu se vor mai explicita si ele. 

Operatiile in calculatoarele eu virgulă fixă pot folosi si codul invers pentru care există relații analoage: 
N,= (M: N) 


Mr i Nr =(Mzx N F = (M Nr: M 


Y I' 


unde trebuie menţionat că cifra binară care iese din partea stingă a numărului se adaugă în dreapta numărului 
la ultima poziție, ceea ce nu se întîmpla la codul complementar. 


Operaţiile aritmetice cu numere în virgulă mobilă se efectuează astfel : 
— la adunare (scădere) se adună (scad) mantisele numerelor de acelaşi ordin E; 
— la înmulţire (împărţire) se inmultese (impart) mantisele si se însumează (scad) ordinele. 


5.3. ORGANIZAREA GENERALĂ SI FUNCȚIONAREA UNEI MAŞINI 
ELECTRONICE DE CALCUL 


5.3.1. Funcțiile calculatorului, Calculatorul pe lingă posibilitatea de a efectua calcule, 
mai îndeplinește si alte funcţii de bază cum ar îi de exemplu: memorarea de date, comanda, 
comunicaţia ete., funcţii care permit calculatoarelor electronice prelucrarea de date in 
mai multe etape: 


L 
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— inregistrarea datelor si a instructiunilor (v. $ 5.4.3) pe niste medii suport purtátoare 
de informatie cum ar fi de exemplu : banda de hirtie perforatá, cartelele perforate, banda 
magneticà etc. ; en ; 3 

". introducerea în dispozitivele de intrare a acestor medii suport care convertesc da- 
tele si instrucţiunile de pe ele in impulsuri electrice care apoi sint dirijate cátre unitatea 
de memorie. Atit timp cit instructiunile se găsese în memorie vor fi tratate la fel ca orice 
altă dată. Nu vor fi identificate ca fiind instructiuni decit dupá ce sint transferate in uni- 
tatea de comandá. Acesta este un principiu fundamental al caleulatoarelor numerice 
moderne. În virtutea acestui principiu, calculatorul poate să formuleze sau să modifice 
o instrucţiune prelucrind-o ca si cum ar fi o cantitate, iar dupá aceca in alt moment, in 
timpul calculului, această instrucțiune modificată poate fi executată realmente ; i 

instrucțiunile sint interpretate de unitatea de comandă a calculatorului care emite 
comenzi corespunzătoare către toate unitățile componente ale sistemului ; A 

— datele sint transferate din memorie in unitatea aritmetico-logicá a calculatorului 
unde se efectuează operaţiile aritmetice sau de comparaţie după cum dirijează unitatea 
de comandă ; : 

—unitatea de comandă dă indicaţii asupra dirijárii datelor prelucrate spre memorie 
unde pot fi păstrate pentru o prelucrare ulterioară, sau spre o unitate de ieșire ; 

— in sfirsit, datele finale din memorie sint inregistrate de cátre un dispozitiv de iesire 
pe un anumit mediu suport cum ar fi de exemplu banda perforatá, cartelele perforate, 
banda magneticá sau imprimantá. 


Unitatea de comandă 


Imfergrefesza insiruchuni, emi- 
find comenzi cafre celelalte uni- 
tati componente ele calculatorului 


Unitatea de imtrare 
| introduce dafele sí 
instructiunile in me- 
morie 


Memoria 

Pasfresza instructiunile si 
datek, fiind element de natu 
rá intre Tasfe unit: cakulatopului 


Ucifafea de iesire 

registreaza datele 
primite de l? me- 
morie 


Memoria auxiliars lnifatea aritmetica- 


- Constituie o memo- logică 
rie de mare capaci- Aduna, scact, ipmul - 
tata feste Imparte, compară 


Fig. IV.12. Schema generală a unei masini electronice de calcul. 


În fig. IV.12 se observă relaţiile între aceste funcțiuni, precum și importanţa unităţii de 
memorie ca element de legătură între toate unităţile componente ale calculatorului, uni- 


táti care lucrează sub conducerea unităţii de comandă pe măsură ce aceasta primește și 
interpretează instrucţiune cu instrucţiune. 
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Ságetile cu virturile pline indică fluxul de date, iar săgețile cu virfurile goale indică. 
fluxul de comenzi. 


5.3.2 Introducerea datelor. Datele de prelucrat trebuie puse la dispoziţia caleulato- 
rului într-o formă utilizabilă. Pentru aceastea se folosesc diferite dispozitive : cartele 
pertorate, benzi perforate, benzi magnetice. Citirea are loc pe măsură ce mediul suport se 
deplasează prin dispozitivele de intrare. unde datele sint citite și apoi convertite într-o 
formă compatibilă cu sistemul de calcul. În continuare, datele sint transmise memoriei 
principale. 


5.3.3. Memoria. Memoria unui calculator este de 3 tipuri : internă, auxiliară si exlernă, 


5.3.3.1. Memoria internă (principală). Datele aflate aici sint accesibile în mod automat 
pentru calculator, Accesibilitatea este asigurată prin memorarea în diferite locaţii ale 
memoriei (celule) a unei unităţi de date numită cuvint, care poate fi identificată printr-o 
adresă. Astfel, memoria calculatorului compunindu-se dintr-un număr mare de celule 
este asemănătoare cu cutiile poștale. Elementele care trebuie memorate sint așezate în 
acestea la tel ca scrisorile în cutiile poștale, iar fiecare celulă are un nume sau o adresă, 

Cu alte cuvinte, se poate spune că memoria este impártitá în celule, care au o adresă, 
iar informaţia din fiecare celulă se numește cuvint. 

Numărul total de celule reprezintă capacitatea memoriei, iar cantitatea de informaţie 
care poate fi memorată depinde de numărul de celule (deci de numărul de adrese) şi de 
lungimea cuvîntului, deoarece fiecare cuvint este compus dintr-un număr fix sau variabil 
de unităţi binare în funcţie de calculator. 

Cuvintele sint memorate în calculator sub formă de numere binare, care utilizează 
numai două simboluri 0 si 1 denumite si biți (sau unităţi binare). Prin lungimea unui 
cuvint se înţelege numărul bitilor din acel cuvint. Un grup de 8 biţi formează un octet sau 
bye. 

Memoria principală acceptă datele de la un dispozitiv de intrare, face transferuri re- 
ciproce de date si furnizează instrucțiunile către unitatea centrală precum si date pentru 
dispozitivele de iesire. Existá diferite tipuri de memorie principalà: memorie cu inele de 
feritá, tambur magnetic etc. 

Marea majoritate a calculatoarelor folosesc memorie cu inele de ferită, du arece oferă 
acces foarte rapid la date și sint foarte sigure în funcţionare. 

Memoriile de acest tip sînt alcătuite din mii de inele de ferită de dimensiuni foarte 
mici (la unele calculatoare cit gămălia unui ac), tesute într-o rețea defire conductoare 
foarte subţiri (fig. IV.13, a). Inelele de ferită (fig. IV. 13, b) sint magnetizate pozitiv sau 
negativ în funcţie de direcţia curentului. Cele două stări de magnetizare sint in corespon- 
dentá cu sistemul binar 0 sau 1. 

Memoria pe tambur magnetic a fost intens folosită în special la primele calculatoare. 
Tamburul este un cilindru cu o suprafață magnetizabilă pe care datele sint înregistrate 
pe o serie de piste. 

Tamburul se rotește cu o viteză constantă, iar datele sint inregistrate sau citite cu 
ajutorul unor capete de seriere-citire care sint amplasate foarte aproape de suprafața 
ta mburului pentru a fi capabile să magnetizeze suprafaţa tamburului, sau să sesizeze 
starea de magetizare a acestuia (fig. IV,14, a). 

Aceste capete sint alcătuite din bobinaje si miezuri magnetice, iar porțiunile din su- 
prafata tamburului sint magnetizate prin trimiterea de impulsuri de curent prin bobina- 
jele capetelor. Starea magnetică sau polaritatea unei porţiuni magnetizate este determi- 
nată de direcţia curentului electric și astfel, în funcţie de această polaritate, porțiunile 
magnetizate pot reprezenta pe 1 sau pe 0 (fig. IV.14, b). 
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Memoria cu tambur este relativ lentă, accesibilitatea datelor fiind limitată de viteza 
de rotaţie a tamburului și a numărului capetelor de citire. 


E 


a 
7 (3 


a |b 


Fig. IV.13. Schema memoriei cu inele de ferită : 


1 — miez (inel) de ferită. 


Fig. IV.14. Schema memoriei cu 
tambur magnetic : 


1 — suprafața magnetică ; 2 — pistă; 3 — ca- 
pete de scriere-citire; 4 flux de scăpări. 


5.3.3.2. Memoria auziliará. Ea suplimenteazá memoria principalá putind contine can- 
titáti mult mai mari de date decit memoria principală. Memoria auxiliará nu este direct 
accesibilá unitátii centrale deoarece toate informatiile dinspre sau spre memoria auxiliará 
trebuie sá treacá prin memoria principalá. Deci, datele sint mai putin rapid accesibile 
decit datele din memoria principalá. pr 3 

Dispozitivele folosite ca memorii auxiliare sint: tamburul magnetic (utilizat si la 
memoria principali) si in plus discurile magnetice, cartelele magnetice si benzile magnetice. 

a. Memoria cu discuri magnetice. Discul magnetic este un disc me- 
talic subţire acoperit pe ambele fete cu un material magnetic pentru înregistrare. Aceste 
discuri sint montate pe un ax vertical rotativ formind un pachet de discuri, intre discuri 
existind spatiu suficient pentru a permite accesul unor brate ce se deplaseazà pentru a 
citi sau inregistra date. Datele sint memorate sub forma de porţiuni magnetizate, aran- 
jate sub forma binară pe piste concentrice pe fiecare față a discului. 

b. Memoria cu cartele magnetice. Fiecare cartelă magnetică are 7 
piste de înregistrare care pot fi adresate individual pentru citirea sau înregistrarea da- 
telor. Cartelele magnetice pot fi așezate într-o ordine oarecare în conteinere a cite 256 
cartele. ; 

c. Memoria pe benzi magnetice. Poate fi folositá si ca memorie au- 
xiliará, si ca memorie externá. Benzile magnetice sint niste panglici de material plastic 
acoperite cu material magaetizabil late de 12,7, 19 sau 25,4 mm, iar lungimea for variazá 
intre 800—1 200 m, fiind infágurate pe niste role. 

Datele sint inregistrate pe bandá sub formá binará pe piste paralele de-a lungul 
benzii al cáror numár variazá intre 7 si 32. 

Dezavantajul constá in aceea cá pentru a gási o anumitá datá trebuie derulatá banda 
piná la pozitia respectivá, Astfel, pentru o datá localizatá la mijlocul benzii, calculatorul 
trebuie sá o caute printre toate inregistrárile piná ajunge la cea cáutatá, pierzindu-se 
destul de mult timp cu aceasta. 
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5.3.3.3. Memoria exlerná. Aceasta constituie un mijloc de pástrare a datelor inainte si 
dupá prelucrarea acestora de calculator. Aceste memorii nu fac parte integrantă din cal- 
culator, nefiind nici măcar sub controlul calculatorului (dacă mediul suport de informaţie 
nu este în legătură directă cu sistemul de calcul). 

Dispozitivele frecvent utilizate sint : cartelele perforate, benzile pertorate de hirtie 
benzile magnetice, cartelele magnetice și discurile magnetice. 


5.3.4. Unitatea centrală de prelucrare. Aceasta comandă și controlează întregul sistem 
de calcul, si efectuează operaţiile concrete aritmetice și logice asupra datelor, compunindu-se 
din două părţi: o parte de comandă si alta aritmetico-logicá. 

Partea de comandă dirijează si coordonează întreaga activitate a calculatorului, ope- 
rind în concordanţă cu un set de instrucţiuni denumit program 1) care se găsește memorat 
în calculator. 

Unitatea aritmetică și logică denumită și sistemul artimetic efectuează prelucrarea 
propriu-zisă a datelor prin adunare, scădere, înmulţire sau împărțire efectuind si anumite 
operaţii logice cum ar fi de exemplu compararea a două numere pentru a stabili care este 
mai mare, sau dacă sint egale. 

Unitatea centrală de prelucrare conţine mai multe unităţi funcţionale : registre, de- 
codificatoare, sumatoare și contoare. 

Registrul este un dispozitiv compus din inele de ferită, tranzistoare sau luburi electro- 
nice, fiind capabil să primescă date, să le păstreze și să le transfere conform indicatiilor 
primite de la circuitele de comandă. Registrele sint de mai multe tipuri: 

— registrul acumulator care are o capacitate egală sau mai mare cu 1;2 biţi 
decit lungimea cuvîntului, servește la efectuarea tuturor operaţiilor aritmetice. 
De regulă, la declanșarea unei instrucţiuni cu operaţie aritmetică unul dintre numerele 
cu care se operează se află în registrul acumulator, iar celălalt se ia de la adresa specificată 
în instrucţiune ; rezultatul operaţiei rămîne inscris în registrul acumulator ; 

— registrul de memorie păstrează pentru un anumit timp datele extrase 
sau care vor fi trimise în memorie ; 

— registrul de adresă conţine adresa unei celule din memorie sau a unui 
dispozitiv periteric ; 

— registrul de 
executare. 

Decodificalorul interpretează partea de operaţie a instrucţiunii si pregăteşte legăturile 
necesare din sistemul aritmetic pentru efectuarea operaţiilor de calcul specificate în cod. 

Sumalorul. Adunarea este operaţia fundamentală realizată de către calculator. Cind 
un calculator scade, înmulțește sau imparte, el realizează aceste lucruri prin adunări și 
deplasări. Sumatorul este un dispozitiv care efectuează operaţia de adunare. Dacă suma- 
torul este de tip serie extragerea și însumarea a două numere binare se efectuează cifră 
cu cifră. Cind calculatorul este prevăzut cu un sumator de tip paralel, aceste operaţii se 
execută aproape simultan la toate cifrele. 

Conlorul este folosit pentru numărarea de cile ori s-a efectuat o anumită operaţie 
Contoarele sînt folosite în principal, în cazul instrucţiunilor de înmulţire, împărţire și 
deplasare. Un contoral inmultitorului de exemplu, contorizează numărul de adunări, indicat 
de inmultitor, ce au loc în timpul executării unei instrucţiuni de înmulțire. După ce nu- 
mărul corespunzător de adunări a avut loc, contorul oprește operaţia. 


instrucțiuni conţine instrucţiunile care sint în curs de 


DA se vedea subcap. 1V.5.4. 
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5.3.5. Dispozitivele de intrare-iesire. Prin aceste sisteme se realizează legătura dintre 
calculator şi exterior. Datele sint introduse în calculator cu ajutorul unui mediu suport 
care este citit printr-un dispozitiv de intrare, informaţia fiind apoi transmisă in memoria 
principali, convertitá intr-o formá convenabilá sistemului de calcul. La ieșire, rezultatele 
din memoria principală sint convertite într-un limbaj compatibil cu mediul suport de 
e si apoi sint înregistrate cu ajutorul unui dispozitiv de ieşire. 


jesir n "PES 
te direct la calculator. Aceste dispozitive 


Dispozitivele de intrare-iesire sint conecta 
pot fi 
5.3.5.1. Cilitoare si perforatoare de cartele. Majoritatea cilitoarelor şi perforatoarelor 
cartele folosesc dispozitive me canice pentru deplasarea cartelelor prin dreptul unor 
ntru citire si a unor ştifturi pentru perforare. Unele cititoare folosesc 


de 
perii de sesizare pe 
statii de citire fotoelectrice. 

Vitezele de citire variază între 100— 
intre 100 si 300 cartele pe minut. 

Cartelele perforate sint confectionate din carton de o anumitá tárie pentru a i se asigura 
rezistenta si durabilitatea. Ea este impártitá in general in 80 coloane numerotate de la 1 
pinála 80 si 12 linii. Fiecare coloaná este folositá 
pentru inregistrarea unei cifre, litere sau a unui ca- 
racter special, prin perforatii aplicate conform unui 
cod dinainte stabilit (fig. IV.15). 

Viteza de transfer a datelor la cititoare si perfora- 
toare este mult mai micá decit viteza unităţii centrale 
de prelucrare si pentru a reduce diferenta dintre aceste 
viteze de transfer se folosesc simultan mai multe dis- 
pozitive de intrare-iesire. 


2 000 cartele pe minut, iar vitezele de perforare 


5.3.5.2. Cititoare si perforatoare de bandă. Ele pot fi 
mecanice sau fotoelectrice. Datele sint inregistrate pe 
benzi perforate pe piste paralele de-a lungul benzii. 
Dimensiunile uzuale ale lăţimii benzii sint : 1,75 cm 
pentru 5 piste si 2,54 cm pentru 8 piste. . 

Viteza cititoarelor de bandá este de aproximativ 
100—500 caractere pe secundá. 


5.3.5.3. Imprimantele. Sint dispozitive care posedá 
un mecanism de antrenare automatá a hirtiei, impri- 
marea obtinindu-se prin presarea hirtiei si a panglicii 
cu tus de tiparul caracterului corespunzátor. Tiparele 
de caractere sint gravate si asamblate in lant, sau 
gravate pe suprafaţa laterală a unui tambur sau ax. 
În momentul în care caracterul selectat este în poziţia 
de imprimare, un ciocănel acţionat electromagnetic pre- 
sează hirtia si panglica cu tus de tiparul caracterului. us n 

Viteza de imprimare variază între 600 si 1100 linii/min, fiecare linie continind 80—160 
pozitii de imprimare. A 

Mai existá si alte dispozitive de intrare-iesire cum ar 
tere serise cu cernealá magneticá, cititoare optice de caractere, tubu 


Fig. IV.15. Detaliul unei car- 
tele perforate. 


fi de exemplu : cititoare de carac- 


ri catodice, console ete 


3) — €, 292 
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5.4. PROGRAMAREA LA CALCULATOARELE ELECTRONICE NUMERICE 


Mașinile de calculat efectuează cu mare rapiditate calcule de diferite tipuri, descifrárj 
si traduceri de texte, avind aplicaţii piná si in muzică sau medicină. Cu toate acestea, în 
esenţă o mașină de calculat efectuează doar operații aritmetice, trece de la un punct la un. 


alt punct al procesului de calcul potrivit unei comenzi speciale, înregistrează sau reproduce — 


o cantitate de informaţie. 


Mașina electronică efectuează un proces de calcul în mod automat fără intervenția 
omului pe parcurs, dispunind de la început de toată informaţia necesară. 


n t ^ fl * ha 
Prin programarea la mașina de calculat se înţelege stabilirea metodei de calcul adecvată, 


analiza logică a unui proces de calcul, planificarea efectuării calculelor precum si verifi- 
carea rezultatelor. 


5.4.1. Pregătirea problemelor pentru rezolvarea la calculatoarele numerice. Specialiştii 
din diferite domenii în strinsă legătură cu matematicienii elaborează mai intii asa 
numitul model matematic al unui fenomen sau probleme, ce constă în exprimarea fenome- 
nului respectiv în limbaj matematic, punindu-se anumite condiţii și relaţii asupra 
diferitelor mărimi ce caracterizează fenomenul. 

Modelul matematic trebuie apoi algoritmizat adică ¿rebuie transpus într-o descriere 
precisă și completă a procedeelor și regulilor de calcul. După ce algoritmul a fost pus la 
punct urmează alegerea raţională a metodei numerice de calcul astfel ca rezultatele să se 
obţină cit mai rapid si mai sigur. 

După ce și metoda de calcul a fost aleasă se trece la elaborarea programului, unde se 
precizează definitiv succesiunea operaţiilor care trebuie executate de calculator. 

Trecerea de la algoritmul de rezolvare al unei probleme, adaptate bineinteles la metoda 
numerică aleasă, la program, este o operaţie deosebit de dificilă datorită complexităţii 
acesteia. Pentru a înlătura aceste dificultăţi se folosesc diferite limbaje intermediare. 
Un asemenea limbaj, mai puţin dezvoltat, este limbajul sistemelor logice de calcul (orga- 
nigramele). 


5.4.2. Schemele logice de calcul. Etapele principale care trebuie parcurse pentru rezol- 
„area unei probleme vor fi reprezentate grafic folosind niște simboluri speciale, obtinin- 
du-se aşa numita schemă logică de calcul. În general, schemele logice au 3 simboluri 
de bază (tabelul IV.3). 


În funcție de destinaţia lor, schemele logice de calcul se pot întocmi într-o formă mai 
sintetică sau mai detaliată, aceasta depinzind și de experienţa programatorilor (cind aceștia 
au mai puţină experienţă sistemele logice sint mai detaliate). 


Pentru a întocmi scheme logice cit mai detaliate se mai folosesc și simbolurile indicate 
în tabelul IV.4. 


Exemplul 8. Fie ecuaţia de gradul 11: 
am +be+c=0, 


care trebuie rezolvată pentru un sir de valori reale ale coeficienţilor a, b, c. Întii se verifică condiția a=0, si 


în acest caz soluţia ecuaţiei este: x = — c/b, unde bÆ0. Dacă a Æ 0, atunci se va calcula b? — 4ac =Å; 
dacă A290 se obține soluţiile : à 


a = (7b VA aice = (C76 — Y A22. 


A 


— 


iar pentru A< 
conjugate) : 
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0 se calculează XR si XI (partea reală respectiv imaginară a celo 


r două rădăcini complex — 


XR = -b2a; X] =Y=Al2a. 


Calculele se repetá pentru toate valorile d, b gi c. 


Tabelul JV.3 


Simboluri de bază ale unei scheme logice 


Reprezentarea grafică Denumirea 


| 
| Săgeată 


Semnificaţia 


" Jt 
Uneste douá simboluri indicind ordinea in| 
care se efectuează operatiile | 


m c 


Intrare-iesire 


Defineste functiunea unui dispozitiv as 
intrare-iesire, indicind operaţiile necesare 
pentru extragerea datelor din memorie, 
tipărirea lor, pozitionári de bandá ete. 


Indicá o operaţie sau un grup de operatii 
din program 


Reprezentarea Denumirea 
grafici 
| 
5% | Decizie 


Simboluri suplimentare utilizate la intoc 


Tabelul IV.4 


mirea schemelor logice de calcul 


Semnificația 


Puncte în program unde este gs 
ramificatia, in funclie de unele conditii 
variabile 


Un grup de operatii nedetaliat in respec- 
tiva schemá logicá (subprogram) 


| Conector 


O intrare de la, sau o iesire la o altá porti- 
une a schemei logice 


«e. | Proces nedeter- 
| minat j 


C "NS | Indicator 
| terminal 


Indicá inceputul, sfirsitul sau un punct 
de intrerupere a programului 


| 
| 
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Schema logicá este prezentată in figura 1V.16, 


Se observá in aceastá schemá cele douá blocuri de transfer (decizie) care ra e sul 

^ E stă s ocuri de trans: (decizie) ca mifică p il de cale 

E : a > roces 'u 
si blocul de procedurá (proces nedeterminat) necesar pentru extragerea rădăcinii pătrate à E 


START 


Citeste 
5, c 


Tipáreste E, 
Lie / 


LL 


Fig. IV.16. Rezolvarea ecuatiilor de gradul II. Schema logicá. 


S A 
E o dpi e pa de instrucțiuni al calculatorului. Programul precizează succesiunea 
peragi or ce trebuie efectuate. Astfel, programul care se introduce de la început in me- 
miona mașinii, constă dintr-o succesiune de instrucţiuni (listă de instrucţiuni), fiecare 
instrucțiune desemnind o operaţie de bază a calculatorului. 

Operaţiile de bază ale unui calculator reprezintă operaţiile care pot fi efectuate de 


respectivul calculator, care ca orice utilaj i i 
ctivul ilaj, prin construcţia sa, poate ef ai 
număr limitat de operații. CR Ne 


Precum 
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Majoritatea instructiunilor se compun din douá párti principale: o parte a operatiei 

sj unul sau mai multi operanzi. 
j artea de operaţie definește actiunea ce trebuie executatá, cum ar fi : citire, scriere, 
adunare, scádere, comparare etc. Desemnarea unei astfel de operaţii se face cu ajutorul 
unei notatii conventionale numitá cod al ope ratiei. Astfel, codul este o listă a operatiilor de 
bazá si a notatiilor conventionale corespunzátoare, care diferá de la un calculator la altul. 

Operandul defineste adresa din memorie a unei date, instructiuni, sau dispozitiv de 
intrare-lesire, care folosește la executarea operatiei specificate. 

Existá mai multe tipuri de adrese : 1) adresa unei instructiuni este adresa din memorie 
unde se gáseste o instructiune ; 2) adresa unei date este adresa din memorie a datei asupra 
căreia se va opera; 3) adresa unui dispozitiv, care este identificarea unui anumit dispozitiv 
de intrare-iesire. 

Unele calculatoare folosesc peste 200 de tipuri de coduri de operaţii, altele mai puţin 
de 200. Instrucţiunile pot fi clasificate astfel : 
5.4.3.1. Instrucţiuni pentru intrare-ieşire. Instrucţiunile de intrare dirijează calcula- 
torul spre un anumit dispozitiv de intrare, indicind totodată calculatorului să citească 
următoarea înregistrare si să o transfere în locaţiile specificate în memorie. Instrucţiunile 
de ieşire indică calculatorului să transmită datele din memorie la un dispozitiv de ieșire 
si să le înregistreze pe mediul suport respectiv. 


5.4.3.2. Instrucţiuni aritmelice. Calculatoarele pot efectua operaţiile aritmetice de ba- 
ză posedind instrucţiuni pentru adunare, scădere, înmulţire, împărţire. Deoarece în orice 
operaţie aritmetică sint implicaţi cel puţin 2 factori (de exemplu inmulfitul, inmultitorul 
si rezultatul inmultirii), sint necesare cel putin 2 locatii de memorare. 

5.4.3.3. Instrucţiuni de ramificare. Acestea determină calculatorul să se ramifice din- 
tr-un anumit punct din program în alt punct, comandind astfel ordinea de executare a 


instrucțiunilor, 


au de luare de decizii). Permit calculatorului să devieze 


5.4.3.4. Instrucţiuni logice (s 
uctiunilor în funcţie de existenţa sau inexistenţa anumitor 


de la succesiunea normală a instr 
condiţii. 

După cum s-a văzut mai înainte, cuvintul reprezenta informaţia existentă în celula 
respectivă. Acum trebuie precizat că cuvintul constituie o grupare de cifre binare (0 sau 1), 
care reprezintă fie un număr scris in cod binar fie instrucțiuni de calcul. 

Astfel, cuvintele sint folosite fie pentru înregistrarea (memorarea) datelor (iniţiale și 
fie pentru memorarea instrucţiunilor. 
gátura dintre numărul de cifre zecimale si 
x 0,302 — nr. de cifre 


intermediare), 

Reprezentarea numerelor in memorie. Le 
numárul de cifre binare este datá de relatia: nr. de cifre binare 
zecimale. 

Deci, pentru reprezentarea unui numár zecimal ct 
cifre binare. Calculatoarele care au lungimea cuvintulu 
un numár cu 10 cifre zecimale. 

Astfel, lungimea cuvintului (s 
terminá precizia de calcul. 

La introducerea numerelor in memorie este necesar sá se ţină se 
De regulá, pentru semn se mai adaugá o cifrá binará care la numere 
0, iar la cele negative valoarea 1. 

La unele masini de calcul mai moderne, lungimea cuvintului este variabilá, cee 
permite o utilizare mai raţională a capacităţii memoriei. 


1 9 cifre exacte sint necesare 30 
i de 34 cifre binare pot memora 


au numárul de cMre binare) este un parametru care de- 


ama si de semnul lor. 
le pozitive ia valoarea 


a ce 
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5.4.4. Programarea în codul calculatorului. Etapa următoare întocmirii schemei 
logice de calcul o constituie transpunerea ei in sistemul de instrucțiuni al calculatorului, 
aşa-numita codificare sau programare. Cu cit schema logică este mai detaliată, cu atit $ 
programarea este mai ușoară și este recomandat ca la împărţirea unei scheme logice ded 


calcul in operaţii elementare să se ţină seama de sistemul de instrucţiuni al respectivei 
mașini de calcul. 


gram scris direct în codul calculatorului. Acest tip de programare se numeşte programare 
în codul mașinii de calcul electronice. Astfel, programul în codul calculatorului se obţine 
sub forma unei liste de instrucţiuni, reprezentind comenzile pe care trebuie să le execute — — 


$ 

y 

: a m H $ 
În multe cazuri, în programarea la maşinile electronice de calcul, se foloseşte un pro- wo 
, 


" 
masina pentru a ajunge la rezultatul dorit. v 
Exemplul următor este edificator în această privință : Y 


Exemplul 9, Să se intocmeascá programul în codul calculatorului CIFA 3 pentru calculul valorii expresiei: 


ab + ¢ 


b—d 


În acest, calculator, într-un cuvint încap două instrucţiuni, fiecare instrucțiune avind un cod al operaţiei si 
o singură adresă, Întii se rezervă adrese pentru date, rezultate intermediare 8i finale. De exemplu, programatorul 
doreşte ca datele numerice să fie depuse în memorie astfel : 


a la adresa 100; b la adresa 101; c la adresa 102; d la adresa 103; iar rezultatul să fie depus in memorie | 
la adresa 104, numărătorul la 105 si numitorul la 106, 


Pentru a scri programul se extrag citeva instrucțiuni din codul acestui calculator 
pentru a le explica (tabelul IV.5). 
Prima operaţie elementară (instrucţiune) care trebuie efectuată este: aducerea în 


registrul acumulator a numărului a, care se găsește in memorie la adresa 100, deci: 
01 — 100. 


1 
Apoi înmulțirea (cod 04) numărului a, existent in registrul acumulator cu numărul j 
b aflat in memorie la adresa 101, deci: 04 — 101, rezultatul acestei operații ráminind 
în registrul acumulator. La acest rezultat ab trebuie adunat (cod 02) numărul c aflat 
în memorie la 102: 02 — 102. 
Cu aceasta numărătorul este calculat si se găseşte în registrul acumulator. Îl inscrim | 
in memorie la adresa 105 : 11 — 105. 
Pentru calcularea numitorului se înscrie intii în registru numărul b, aflat in memorie | 
la 101: 01 — 101. | 
Din el trebuie să se scadă (cod 03) numărul d aflat la adresa 103 : 03 — 103. | 
Numitorul aflat în registru este transferat in memorie la adresa 106, deci: 11 — 106. 
și se depune în registru numărătorul care se află la adresa 105 : 01 — 105. | 
A fost necesar acest transfer între registru și memorie pentru a respecta instrucțiunea | 
de împărțire; se împarte ceea ce este în acumulator la conținutul adresei specificate. | 
Acum se poate face împărţirea numărătorului la numitor, care este la adresa 106, X 
deci: 05 — 106. | 
Rezultatul se inscrie în memorie la adresa 104: 11 — 104. 
Urmează instrucţiunea de tipărire 16 — 000 si de oprire 00 — 000. ; | 
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Tabelul IV.5 


Extras din sistemul de instrucțiuni al caleuiatorului CIFA 3 
noo 


— 


| | | 
| | 
Instruire 5 | Continutul | Ex plos tii 
.| instruetiunii | | 
Cod Adresă | i - | 
tii ee a ae i DR VI UER ZEII VEU NM IY | 
| (a)- B Se citeşte şi se depune in registrul acumulator B, con- | 
a ay- | 5 c in rui acn | 
b | tinutul celulei (locației) de adresă a TAA 
" ley 4 (a) >B Adunare. La conţinutul registrului acumulator B 
p î | i | se adună conţinutul celulei a $i rezultatul rămine în 
| | acumulator B i $ 4 
on (B)— (a) —B | Scüdere. Din conţinutul registruiui acumulator B se 
K - «dis | scade conţinutul celulei a şi rezultatul rámine în 
| acumulator B A y 
E js E i T KS | 4 - H "nsie i . : | 
(B) (a) —B | Înmulțire. Se inmulteste continutul ru 
Y > i i "rasă £ ` "par € 
kr x | cu continutul celulei de adresă a si rezultatu 
| a 
| | rámine in B Pa 4 ds | 
v Foxy ELE IL FEN 4. n Uic H cu | 
5 : (B): (a) —B | Împărțire. Se imparte conținutul registrului iy p | 
A : idv | conţinutul celulei de adresă a Și rezulta 
rámine in B 3 
E 1 E | 4 H $ zi: la g — a | 
11 1 (B) Continutul lui B se inscrie in memorie la adresa 
y tipi EI lai (B 
16 000 Tipărire | Se tipăreşte conţinutul iui (B). AN a 
) € AME ci E - de pal 
: E | 
00 000 Stop ! Oprire 


indica conți registrelor respectiv 
Observaţie. Parantezele sint folosite pentru a indica conținutul registre I 


adreselor dintre paranteze, lar săgeata indică transterul de dat 
a s 


initi rezintá 1 abe 1.6. 
E PAN IN Aris In a od 2 205 existá programul, jar la adresele 
: à cá 1 rie la adresele 2 — 205 exis 3 
Se observá cá in memorie la 


100 — 106, datele si rezuitatele. 


.4,5, Programarea automatá Programarea in € dul c alculatorului are o serie de deza- 
odu > 
D . gran Li DP g e 


vantaje : ; ; 

necesitá un volum mare de muncá, timp ind 

selilor ; Tm. im e 

— programul in cod constituie o EREN 

ă imar ă di atematicá ; PA 

formá de exprimare uzualá din mate! i 3 et boum 

— BAS instrucţiune trebuie scrisă folosind codul go ae saliente d 

- instructiunile trebuie aranjate in ordinea exactă în var fi E certam 

omite o instructiune din eroare sau din neglijentá, pentru rien ibi vaii dee 
realocate toate instrucţiunile care îi urmează. Aceasta ts og 

o evidență detaliată a adreselor din memorie a fiecărei ins i 


elungat și favorizează apariţia gre- 


a procesului de calcul foarte depărtată ca 
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Tabelul IV. 6 


Programul in codul caleulatorului CIFA 3 pentru 
calculul expresiei (abc) (b—d) 


Adrese Continutul Adreselor | 
E E al ern a a e 
| Instrucţiuni | 

| 
200 01—100 04—101 | 
201 02—102 11—105 | 
| 202 01—101 03— 103 | 
| 203 11—106 01—105 | 
204 05— 106 11—104 
205 16 —000 00— 000 


Dale si rezultate (intermediare 
si finale) | 


100 a | 


101 b | 
102 c 

103 d | 
104 E | 
105 Numărătorul | 
106 Numitorul 


— programatorul trebuie să cunoase 
torului și fiecare cod de operaţie; 
hes n LA et cod nu poate constitui baza unui schimb de 

ematicieni programatori car re inst; 
BER ire lucreazá la instal 

Pentru a limita aces j 
este dezavantaje, o par i ii 

] 2 arte din operatiile de y 
me CA Pza vani pa peratiile de programare se transf 
qued Mim. numeric, Această trecere a unor operații de programare asupra eu ia. 
p onstituie asa-numita automatizare a programării m s 

„a baz ramării : 5 i j d 

Bu dex Libcr automate stau limbajele algoritmice de descriere a procesului de 
a 3 - as D > i "i Y i i 

pen m La el de limbaj programul constituie o descriere a procesului de calcul apro- 
a i e forma de exprimare uzuală din matematică p 

„a Dro me "os p ăi Y q ii 1 z 
Uar de AS informatiile se introduc in calculator sub forma de for- 
Punct SĂ ds d Spre deosebire de programarea în codul calculatorului unde in 

a um i i i 
sia or d anspun în program folosind sistemul de instrucţiuni al maşinii; astfel 
^. a mt pupi cheme să cunoască sistemul de instrucţiuni al caleulatorului 
$ átile 'onstruclive, eficacitate ii de progr 
ON ; tatea muncii de programare crescind astfel 

De aseme sirea li j itmi 
Fil A frate: dape limbajelor algoritmice comportá o pregátire initialá mai re 

sá, arajie cu cea necesară programării i itzi j 
dusi tore Í L în cod. Programele scrise într-un li j 
algoritmic pot fi folosite la maşini de calcul diferite j Moos II 


á complet toate operatiile de bazá ale calcula- 


b informatii stiintifice 
alii de calcul de tipuri deo- 


» 
$ 
4 
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Dar programul scris în limbajul algoritmic denumit şi programul sursă nu este acceptat 
către calculator. Trebuie un program denumit program de compilare sau program 
translator, care acceptă programul sursă scris în limbajul algoritmic si care îl traduce în 
instrucţiuni în limbajul mașinii care va fi acceptat de către calculator. Acest program în 
limbajul mașinii se numeşte program obiect. Programul de compilare se găsește în 
memoria mașinii ocupind o mare parte a acesteia. 

În programarea automată sint cunoscute mai multe limbaje : ALGOL (ALG orithmic 
Oriented Langauge) ; FORTRAN (FORmula TRANslator); COBOL (COmmon Busines 
Oriented Langauge). 

în afară de aceste limbaje trebuie citate alte limbaje foarte specializate : COMMIT 
ntat în primul rînd către probleme de traducere automată), CODASYL, NELLIAC 


de 


(orie 
etc. 

ALGOL este unul din cele mai perfectionate limbaje de programare automatá, fiind in 
prezent un standard international in automatizarea programárii. El a fost adoptat in anul 
1960 in cadrul unei conferinte tinutá la Paris. In forma dezvoltatá si completá ALGOL-ul 
poate fi utilizat numai la calculatoarele numerice mari care dispun de memorie sufi- 
cient de voluminoasá capabilá sá cuprindá intreg programul translator. Acest limbaj 
este orientat pe probleme stiintifice. 

Limbajul algoritmic COBOL este orientat pe probleme economice. Ca si ALGOL-ul 
a fost elaborat cu scopul de a fi un limbaj acceptat universal, pentru care s-au intocmit 
programe de compilare care permit ca un program scris in COBOL sá poată fi prelucrat 
de diferite caleulatoare. Este specific pentru rezolvarea unor probleme care necesitá pre- 
luerarea unui volum foarte mare de informatii (probleme de gestiune economicá, bancará, 
financiará, comercialá etc.). 

Limbajul de programare FORTRAN este unul din primele limbaje algoritmice folo- 
site. El foloseşte un sistem de simboluri asemănătoare celor din limbajul matematic 
curent, avind calitatea de a fi adecvat calculelor tehnico-ingineresti. 

FORTRAN-ul a apárut si s-a dezvoltat in strinsá legáturá cu anumite tipuri de calcu- 
latoare (in special IBM) si cu natura problemelor de rezolvat. 

Datoritá faptului cá limbajul FORTRAN este cel mai larg utilizat, s-a ajuns in prezent 
la obţinerea unor colecţii — biblioteci foarte cuprinzătoare de programe în FORTRAN. 

în continuare se trece la o descriere mai amănunţită a acestui limbaj de programare 
si anume la limbajul de bază FORTRAN IV. 


5.4.6. Limbajul de bază FORTRAN IV 


5.4.6.1. Simbolurile admise in FORT RAN. O parte din acestea sint : cifrele sistemului 
de numerație zecimal: 0;1;2;3;4;5;6;7,;8; şi 9; literele mari ale alfabetului 
latin:A;B;C;D;E;F;G;H;1;J;K;L;M;N; Os P027 RS S:T:L5 VW Rs 
Y si Z; pentru operaţiile aritmetice există + (adunare), — (scădere), x (înmulţire), 
f(impártire), x» (ridicarea la putere). 

De asemenea, se mai folosesc nişte termeni sau prescurtări de termeni din limba en- 
gleză. În tabelul IV.7 sint dati numai o parte din ei si anume cei mai importanţi. 


5.4.6.2. Constante, variabile $i expresii 

a. Constante. O constantá este o cantitate fixá, invariabilá. Într-un program 
sursá FORTRAN pot fi utilizate 3 tipuri de constante : intregi, reale sau in dublá pre- 
cizie. 


1 
ü 
4 
] 
y 
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Tabeiul 


IV.7 
Cuvinte cheie in limbajul FORTRAN 


—— áÀ—nÓÓ—— Pa ——— a 


| | | b 
| ABS | DSIN | GT | PAUSE | 
| ALOG END | TABS | READ 
| CALL | EQUIVALENCE | IF | REAL | 
| COMMON | EXP | INTEGER | RETURN 
CONTINUE EXTERNAL | LINK | SIN | 
COS FALSE LIST | SQRT 
|! DABS FLOAT WET | STOP 
DEXP FORMAT | MAXO | SUBROUTINE 
|! DIMENSION | FUNCTION MINO | TRUE 
DO | GO TO MOD WRITE 


Constanta intreagá reprezintá un numár intreg scris fárá virgulá zecimalá, de exemplu : 
0 +91 1250 — 214739 

Constantele reale sau in dublă precizie au una din următoarele 3 forme : 1) o constantă 
de bazá realá sau de dublá precizie; 2) o costantá de bazá realá sau de dublá precizie 
urmată de un exponent zecimal; 3) o constantă întreagă urmată de un exponent zecimal. 

O constantá realá de bazá este un sir de mai putin de 8 cifre zecimale, cu virgulá 
zecimalá. O constantá in dublá precizie de bazá este un sir de 8 sau mai multe cifre ze- 
cimale, cu virgulá zecimalá. 

O constantă poate fi specificatá in mod explicit ca reală sau de dublă precizie prin adáu- 
garea unui exponent ce constá din litera E sau litera D, urmatá de o constantá intreagá 
de una sau douá cifre, cu sau fárá semn. 

Fatá de constanta realá, constanta in dublá precizie ocupá in memorie un numár dublu 
de biti. 

Exponentul permite exprimarea unei constante reale sau de dublá precizie ca produsul 
unei constante reale de bază, al unei constante de dublă precizie de bază sau a unei con- 
stante intregi, cu 10 ridicat la o putere doritá. De exemplu : 

— conslanle reale : 


0 
— 999.999 
| 7.0E + 0 


(adică 7,0 x 100 


ll 


7,0) 
197.25.E + 1 (adicá 197,25 x 101 = 1972,5) 


6.0 E 4- 3 (adicá 6,0x 10? = 6000,0) 


— constante de dublá precizie : 


1.000 
7/8 Da (adică 7,8x 10? = 7800,0) 
VS S (adică 7,8: 10—3 = 0,0078) 
7.8 DO (adică 7,8x10? = 7,8) 
lo2p —6 (adică 0,2 x 10—5) 


7 


e — 


no 
~I 
3 
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După cum se observă, în FORTRAN (ca de altfel și în alte limbaje) virgula zecimală 

«ie înlocuită cu punctul zecimal. 1 y | pe 
P "y ariabile. Se folosesc pentru a nota simbolic o cantitate care in timpul pro- 
sramului ia diverse valori. 1 | baf 
s "Tipul unei variabile corespunde tipului de date pe care-l reprezintă variabila. Astfel, 

variabilă întreagă reprezintă o dată întreagă, o variabilă reală reprezintă 0 datá realáeto. 
A Numele unei variabile este format din 1—6 caractere alfanumerice, adică caracter 
numeric (de la 0 piná la 9) sau alfabetic (literele de la A la Z si $). Primul caracter 

-ebuie întotdeauna sá fie o literă. iter al " i EIR 
e Dacă primul caracter al denumirii variabilei este LJ,K,L,M, sau N variabila este 
intreagá. Dacá primul caracter este oricare alt caracter, variabila este consideratá reală. 
à Aceastá conventie este metoda traditionalá FORTRAN a specificării implicite a tipului 
unel variabile ca fiind intreagá sau realá. Aceastá conventie poate fi anulatá cu ajutor ul 
unor instrucţiuni de specificaţie explicită. 


Exemple de variabile : 
I5 LU KI B888 TIMP VAR 
Un grup de variabile identificat printr-un singur nume de variabilá formeazá un ta- 
blou FORTR AN. Se poate face o referire la o variabilá particulará dintr-un tablou, prin 
zitia acesteia în tablou. velt is i Lr " 
de Me dacá dupá numele tabloului apare un indice inclus intre paranteze de exemplu 
I ISTA (3) inseamná cà ne referim la a 3-a variabilá din tabloul LISTA. Maximum 3 
indici, separati prin virgulá, sint admisi in limbajul de bazá, FORTRAN IV. P AN 
Numele tabloului urmat de indice inchis intre paranteze, deci un element al res] 
ivului rtá e rariabilá indexată. 
ului tablou, poartă numele de variabilă inc t f : 
p Expr eds i. În FORTRAN, prin ezpresie se înţelege o succesiune de constante, 
variabile variabile indexate si referiri la funcții, separate prin simboluri de operaţii 
aritmetice A SR a A, si prin paranteze care reprezintă o construcție cu sens 
ad >, , > i > * 
atematic. 3 ' Ja, Y Sr 
ix în exuit nu se admite sá apará aláturat douá sau mat multe simboluri de operatii 
aritmetice. De exemplu nu este permis sá se serie Ar — B sau A + — B. 
in aceste cazuri se vor folosi parantezele astfel : 
As(— B) respectiv A + (—B) Š mu ES "n 
m. us verso acalculelor este de la stinga la dreapta, conform cu urmátoare a 
ordine ierarhicá a operatiilor: 1) evaluarea functiilor; 2) ridicarea la putere; 3) in- 
multirea si împărțirea; 4) adunarea si scáderea. x » dade oi ean 
es heran folositá pentru a determina care din douá operaţii consecutive e 
efectuează intii. Cind se folosesc parantezele, expresia din parantezá este calculatá inainte, 
iar apoi rezultatul este folosit. 
De exemplu expresia : 4 : qnas. 5 
B + (A E C) D) + C«* 2 care reprezintă B + (A + C)D + C? este calculatá 
efectiv în ordinea următoare : 
A + C. Se notează cu X rezultatul, deci: B + (X*D) + C**2 
X*D. Se noteazá cu Y rezultatul, deci: B + Y + C**2 
B + Y. Se notează cu Z rezultatul, deci: Z 4- C**2 


C**2. Se notează cu U rezultatul, deci: Z + U 


Z--U. Operatie ` finală 
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5.4.6.3. Instrucţiuni FORT RAN. Programele sursă constau dintr-un grup de instruc- 
tiuni din care compilatorul genereazá instructiunile masinii. 

Instructiunile FORTRAN au rolul de a specifica anumite operatii care urmeazá a fi 
efectuate (adunare, înmulţire, etc.), de a explica caracteristicile programului sursă, 
sau de a da indicaţii asupra naturii datelor ce sînt manipulate. Categoriile instrucţiunilor 
FORTRAN sint: 

a. Instrucţiuni aritmetice. Acestea indică executarea de calcule, si au 
forma a — b, unde a este o variabilă, iar b este o expresie. 

Efectul acestei instrucțiuni : se calculează expresia din dreapta semnului egal b si 
valoarea obţinută înlocuiește valoarea curentă a variabilei din stinga semnului egal. 
De exemplu : 


A = B«C4- D, reprezintă A = B C + D 


X = (A + B) x«4, reprezintă X = (A + B)! 


M = (X + Y)(X — Y), reprezintă M = Does: 
X — Y 
N = —4/SQRT (X — A««2) + 4/(22 +*SQRT(X+*3 — 1)) 
—4 4 
reprezintă N = ————+ — a 
X VX — A 22/xs-— 


b. Instructiuni de control. În mod normal, instrucțiunile sînt executate 
secvențial (in ordinea scrisá de programator). Este necesar adeseori să se modifice această 
secvență normală a instrucțiunilor. Se vor analiza aici instrucțiunile folosite pentru a 
controla si modifica secvența normală a executării instrucțiunilor in program. Astfel, 
există : 

1) Instrucţiunea GO TO necondiționată, care are forma : 

GO TO n. 


Ea realizează transferul la instrucţiunea cu numărul de referinţă n. 
2) Instrucţiunea GO TO calculat care are forma : 


(30 TO. (Lp. Lo oou, Su), T 


si realizează transferul necondiţionat la instrucţiunea cu numărul de referință x; astfel : 

dacă I = 1 atunci transferul este la instrucțiunea cu număr de referință x, dacă I — 3, 

la instrucțiunea cu număr de referinţă x, etc. 
Dacă 1 este in afara limitelor admisibile (1, .. 


. , n) atunci se trece la instrucţiunea 
următoare, 


3) Instrucliunea IF aritmetic, are forma : 
IELE) T. 94, Ya 
unde Æ este o expresie aritmetică. 


Aceastá instructiune realizeazá transferul conditionat la instructiunea cu numárul de 
referinţă x, dacă valoarea expresiei este mai mică ca zero, la instrucţiunea cu numărul de 
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f rintá xə dacă valoarea expresiel este egalá cu zero sau la instructiunea cu numaru 
relie > 
le referinţă T4 dacá valoarea expresiet este mai mare ca zero. De exemplu : 
a , in u re xpresiei este D ^ 
IF(A T B) 10. 11. 12 


19 X = Bop 


12 Y = 
11 Z = (A--B)**4 
A x 


iei ste ‘agativyă re "ms ox e: area 

În acest exemplu, dacă valoarea expresiei A—B este negativă, va urma a 

F 3 ; Ce 1 are S a P? 

instrucţiunii cu numărul 10, dacă este zero se va executa în i spen * 

iei jt ster Jd DE ^d a 
numerotatá cu 11, iar dacá raloarea expresiei este pozitivá, transferul este 

$ cx 5 

instrucțiunea cu numărul 12. N 

: i i e] "e si are £ $ ralá : 

4) Instrucţiunea DO. Aceasta este o instrucțiune de ciclare si are forma generalá 


DO xr I = m; Ma ms 


GE X. EU t BOSE ead 
unde a este numărul de referinţă al ultimei instrucţiuni din ciclu, I o variabilá rad 
fără indice, iar my, ms si m, sint constante intregi fárá semn si mai mari ca Zero, n nad 
i : 1 x ; ă x i y = d b 
bile intregi fárá indice si fárá semn a caror valoare este mai mare ca Zero ; ms p 
si in acest caz se consideră my = 1. R dob enr 
Cind o astfel de instructiune apare in program se executá dad instr din 
3 iui ă referinţă i ; prima B. pe 
ză pinà la i p numărul de referință v, inclusiv ; | 
urmează pinà la instrucțiunea cu 1 i T, i i : l D 
i ă ări a cea mai mare va 
I = m, apoi de fiecare dată pentru I mărit cu ratia mą, piná cînd I ia 
întreagă ce nu depășește ma. De exemplu : 


L—-J—4 


25 X=L+**2 


136 Y=(X+DIX-—L) 


Se executá instructiunile piná la instructiunea cu numárul de referință p d 
I — 1. Înainte de a doua executare a ciclului DO valoarea lui I se a Ca = E ji je 
I = 3 si se execută pentru a doua oară, instrucțiunea a 2-a, a 3-a și A A p Dass 
executare a ciclului DO, I devine egal cu 9. Cind I a luat valoarea , care páses 
valoarea lui m, = 10, se trece la instructiunea urmátoare cu numárul 36. 


Dacă m, ar fi lipsit, deci in loc de prima instrucliune era : 


DO' 25 1:21, 10 


| 
| 
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atuncke-ng fi executat repetat acele instructiuni de 
14 2; 3; 4; 5; 6: 7; 8; 9; 10 deci piná la I — 
depáseste pe m, — 10. 


10 ori si anume : pentru valorile luj 1 
10, care este cel mai mare intreg ce nu 


Instrucţiunile cuprinse între instructiune 


o in a DO si instrucţiunea cu num 


árul x formează 
À Pot exista şi alte enunturi DO în interiorul unui e 
liunile ciclurilor interioare vor aparține si ciclului e 
Ultima instrucțiune în domeni ici 
tima eniul unui ciclu DO (instructi : i G 
PAUSE, STOP, RETURN, IF aritmetic sau DO. TOR 2908 poate ME T 
5) Instructi JAAT miy : 
) Insirucfiunea CONTINUE. Ea este o instrucţiune care este folosită, printre altele 
, 


a ultima in tructiune 1nui ci b p a e a in 
c 1 S > a unui ciclu DO cu scopul de a evita ter ninarea ciclului cu una d 
cele menţionate mai înainte. De exemplu : 


nunt DO, si este evident că instruc- 
xterior. 


Jh ai 

DO 20 K— 1,5 
16 IF(A(K)— B(K)) 10, 20, 20 
10 A(K) = A(K) + 1 


GO TO 16 


20 CONTINUE 
l $ 


6) Instructiunea PAUSE sau PAUSE n unde 
M ep se foloseste pentru oprirea m 
reluarea execuliei programului ince 
PAUSE. i 3 

7) Instrucţiunea S TOP sau STOP | 
programului obiect. PRINS 


E. D Instrucţiunea END. Detinește sfirsitul unui progr 
pentru compilator. Este ultima instrucțiune g 
minà execuția programului. 

Do i i 

Pentru a termina execuția este nece 


n unde litera n reprezintă un sir de 1 pînă la 5 cifre 
1 reis pină cind intervenţia operatorului produce 
pind cu următoarea instrucțiune după instrucţiunea 


şte pentru a opri mașina la terminarea 


| am sursă sau subprogram sursă 
a unui program sau subprogram, dar nu ter- 


Apa eun 2 sar in programul principal enuntul STOP 
b s ^liunile i are-i i j | 
şi controlul fluxului de pes ern UN : int e à siu "3 dr aa 
3L controla : 2 erná si un dispozitiv de i ?-jesi 
ar fi cititorul sau perforator i t relie equis a 
E orul de cartele, imprim: i etici ei 
manta, unitatea de bandă ică 
are aiae pis gis ; j ndá magneticá etc. 
IA ie dhan pAn i T pe un set de date care se compune din una sau mai 
gistrári. Ca perforatá, linia tipáritá la i i ă i i 
4 x t i 4 2 impr 2 T 
bandá sau disc magnetic, constituie 0 vina enis j fins ae ka EA T cM 
A mai multe instructiuni de intr 
j Elis citirea datelor) si WRITE (pentru scrierea rezultatelor) 
. Instructi a y ADE itá 
fiunea FORMAT. Este folosită in legáturá cu anumite ins- 


tructiuni de in -le p S S iN, 

d e > pentru a s pecifica for m 

trare-i Sire a 10 

de Į a unel înregistrări FORTRAN putînd 


are-iesire, dintre care cele mai importante sint 


E 
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e) Instrucţiuni de specificaţie. Aceste instrucţiuni dau compilatorului 
informaţii asupra datelor folosite în ceea ce privește tipul lor (întreg, real, dublă precizie) 
cit si în ceea ce priveşte volumul de memorie rezervată. 

1) Instrucţiunea DIMENSION are forma : 

DIMENSION a, (kı), Ga (Ka), ..., aq (k,) 
unde dj, ..., 4, sint nume de tablouri, iar ki, ..., k, sint compuse din 1—3 constante 
intregi fárá semn, separate prin virgule, reprezentind valoarea maximá a fiecárui indice 
in tablou. De exemplu : 

DIMENSION A (100), LISTA (10, 100), B (10, 10, 10) 

2) Instrucţiunile de specificaţie explicilă. Ele au forma generală : 

Tip a, (Kj), ag (kg), ... >» ay( Kg) 
unde: Tip este INTEGER, REAL sau DOUBLE PRECISION; 


dy, ... , A, Sint nume de variabile, tablouri sau functii ; 


Ki» +++ > kp — opționale și dau informatii despre dimensiunea tablourilor. 


De exemplu : 
INTEGER ARRAY 


Această instrucţiune declară tipul variabilei ARRAY ca fiind întreagă, înlocuind 
declaraţia implicită (conform căreia ar fi fost reală pentru că primul caracter nu este unul 
din caracterele I, J, K, L, M, N). 


REAL NUME, MOM, MAT (5, 2, 20) 


Aceastá instructiune declará tipul variabilelor NUME si MOM si a tabloului MAT ca 
reale, inlocuind declaratia implicitá (conform cáreia ar fi fost întregi). În plus, declară 
dimensiunea tabloului MAT. 


5.4.6.4. Clase de subprograme FORTRAN. Dacă trebuie scris un program unde în 
diferite puncte este necesară o aceeași operaţie de calcul dar cu date diferite, se va putea 
simplifica foarte mult scrierea acestui program, numit si program principal, dacă instruc- 
tiunile cerute pentru efectuarea calculului dorit vor fi scrise numai o singură dată, și apoi 
să ne putem referi cu ușurință la ele. Fiecare referire va trebui să aibă același efect ca si 
cum acest grup de instrucțiuni ar fi fost scris la punctul de program unde s-a făcut referirea, 

În limbajul FORTRAN există 3 clase de subprograme (numai două se cheamă sub- 
programe, a 3-a este o instrucțiune de funcţie) : instrucţiunea de funcţie, subprograme 
FUNCTION si subprograme SUBROUTINE. 

Fiecare subprogram este caracterizat printr-un nume (combinatie de 1—6 caractere 
alfamerice, primul caracter fiind o literá) 

Totdeauna rezultatul activării unei instrucţiuni de funcţie este un singur număr, 
ca de altfel si la subprogramul FUNCTION (la sfirsitul subprogramului FUNCTION un 
singur numár este dat inapoi ca rezultat, in programul principal). 

După tipul rezultatului se spune că instrucţiunea de funcţie este de tip întreg, real 
sau dublă precizie. În nici un caz nu se poate vorbi de așa ceva la subprogramul 
SUBROUTINE, unde numărul rezultatelor care sint livrate programului principal poate 
fi în general mai mare sau poate să nu fie nici un rezultat, deoarece unele rezultate pot 
fi de un tip, altele de alt tip etc. 

a. Instrucţiunea de funcție. Forma ei generală este: 


nume (fi fo» - ++ >» fn) = expresie 


480 TEHNICA CALCULULUI IN GEODEZIE 


unde: nume — reprezintá numele funcției ; 
fis fos +++ > fn sint parametrii formali (fictivi). Ei pot fi numai nume de 
indici. În mod obligatoriu trebuie să apară cel puţin unul și maximum 15; 
expresie este orice expresie aritmetică care nu contine variabile cu indici. Nu este 


voie sá se facá referiri decit la instructiuni de functii care au fost definite 
anterior (deci nu la ea insási). 
Referirea la o instructiune de functie : 


rariabile fără 


nume (Aj, d5, ... , Ay) 
unde : d,,..., d, sint parametrii actuali. Ei pot fi expresii aritmetice 
caz particular constante sau 
nume de tablouri ; 
nume este numele funcliei. 


$i bineinteles ca un 
'ariabile (cu sau fără indici), sau 


Ca sá se facá o referire la o instrucțiune de funcţie, trebuie 
instrucţiune de funcție cu același nume și atunci între parametrii formali ai instrucţiunii 
de funcţie si parametrii actuali ai unei referiri la acea instrucţiune de funcţie trebuie să 
existe o legătură foarte strinsă, astfel : 

— numărul lor trebuie să fie același ; 

— există o corespondenţă în ceea ce priveşte ordinea ; primul parametru actual este in 
legătură cu primul parametru formal etc. : 


ca în program să existe o 


— trebuie ca doi parametri care sînt în corespondenţă să aibă același tip. 

Activarea unei instrucţiuni de funcţie începe în momentul apariţiei unei referiri la 
instrucțiunea de funcţie respectivă, în cadrul unei expresii artimetice. Sint calculati intii 
parametrii actuali, iar rezultatele sint atribuite parametrilor formali (adicá s-ar putea 
spune că f; : —a;). Apoi se calculează expresia care se gáseste in instructiunea de functie cu 
valorile obținute pentru parametrii formali respectivi. În continuare se revine în programul 
principal și în calculul expresiei artimetice unde a apărut referirea este utilizată valoarea 
rezultată din calculul expresiei aritmetice care era în instrucțiunea de funcţie. 


Exemplul 10; 


FUNC (A, B) SrRA+Brr4+ X + Yxr2 
este o instructiune de functie unde A si B sint parametrii 
Expresia din dreapta defineste ce o: 
afara parametrilor formali (X, Y). 
O instructiune e 
echivalent eu : 
loarea rezultatá 


formali. 


peratii trebuie executate. Se observă că pot apare şi alte variabile în 


are o activează (referirea la instrucțiunea de funcţie) este: E 
E =8x0 + Dxx4 + X-- Y**2 adică A ya lua valoarea C, B y 
din ealeulul acestei expresii aritmetice. 


Exemplul 11; 


= FUNC (C, D). Aceasta este 
a lua valoarea D si E va lua ya- 


SUM (A, B,C,D)=A + B c D 
FUNC (X) = A--X*Y**3 
Acestea sint două instrucţiuni de funcţie. teferirile sint : 
POP = G— SUM (T, O, V, Z) 
AUA = FUNC (R) 
BOB — SUM (A, B, SUM (C, D, E, F), G) 
Ultima instrucțiune este permisă pentrucă parametrii formali pot fi gi expresii. 


Subprogramele FUNCTION şi SUBROUTINE nu vor fi scrise in interiorul programu- 
lui ca instructiunea de funcție ci se scriu ca un program aparte si vor fi compilate separat. 
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Dacá de exemplu se va folosi un tablou el trebuie in mod necesar declarat din nou prin- 
a uctiune de specificatie. € AA na 

1 E instructiune dintr-un astfel de subprogram va fi neapărat o am 
FUNCTION respectiv SUBROUTINE si nu mai poate apărea încă o dată in subprogre 
rima instrucţiune este obligatorie o astfel de instrucţiune). : 4 ips 
1 Sub rogramele FUNCTION sau SUBROUTINE pot conţine orice instr 
FORTRAN incluzind cel puţin o instrucţiune RETURN. 


Instrucţiunea RETURN. Forma ei este: 
RETURN 
iolul ei este: l STOR, 
á e i rogr 'incipal are același rol ca ST ^ 
— dacá apare in programul princip el 1 AA 
e subprogram are un rol mult mai important, Ea este O 
intrerupe executarea instructiunilor din subprogram si executá Meteo a ce aa 
pe seamnă i 3 apoi, ci si livrarea rezultatelor care & 
inci înse: ă rai transferul înapoi, ci si 1 r 
»rincipal (nu înseamnă nun 1 i in e A 
Dbtinute i. subprogram). Aceastá instructiune o ci D T tin 
i ifi ü nui subprogram j D o: ia Z 
Trebuie specificat că numele u gl E ( os M e 
cadrul sid recae Numele apare numai in prima instrucliune si aparilia 
tocmai ca sá arate numele subprogramului. 3 
b. Subprograme FUNCTION 


Instrucţiunea FUNCTION. Forma ei este: 


Tip FUNCTION nume (fi; f». <» -> În) 


J i po: i is dacá 
unde: Tip este INTEGER, REAL sau DOUBLE PRECISION și poate fi omis 
i folosim convenția predefinită a specificării implicite ; 
nume — numele funcției ; ; , TO SO E 
f fa sint parametrii formali (fictivi). Pot fi variabile pm mpa pe pi o te 
UN UA b ram (trebuie sá fie cel pu 1). 
sau nume formal de subprog i Bn a pusin KENA 
Printre instrucțiunile din subprogram trebuie neapărat să apară ri jean 
care se atribuie o valoare unei variabile care are același nume cu numele p 
FUNCTION. qa 
Referiri la un subprogram functie : 
nume (js da, ... > Ay) 
unde: nume trebuie sá fie identic cu numele din rip: a ent T als AAN 
si art rii 2 ali. Pot fi expresii aritmetice articula 
^o RENE mee Uie od fárá indice) peso de tablou, numele unui subprogram 
variabile c ără K i LA a dodo an 
(in acest. caz numele subprogramului trebuie sá apará intr-o instructi 
EXTERNAL). ia EI diia. 
Trebuie sá existe o strinsá legáturá intre parametrii formali si actuali ritu iy 
ps [qu : ivar i g a yr: 4 h 
veste numárul lor, ordinea lor si tipul lor). Activarea unui eat A Mor simi 
face odatá cu aparitia intr-o expresie aritmeticá (din programu principal) 2 
la acel subprogram FUNCTION (asta se vede cupi, i CRY Ci fo e 2 
i i astie referire prin corespondența xis 1 i 
Cind apare o astfel de referire pri i í Popes a pai e 
si actuali jet atribuie parametrilor formali valoarea e înce p ree 
si actuali, se a NA pe ; è o variabilă, » 
dacá rametr “tual este o expresie, iar cel forma 
anume dacá parametrul actual te 5,18 TT z y 
expresia, iar valoarea este atribuitá parametrului formal AA A RE- 
Urmeazá executarea calculelor din subprogram piná se ajunge P i 
i ; y ; 3 A ire € fă i b ze : 
TURN cînd urmează revenirea. Această revenire constă din lg ici ie cali Neo: 
i se trece mai departe la executarea programului principal de acolo c 
rupsese ; 
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— valoarea care a fost atribuiti in cadrul subprogramului variabilei care 


nume cu subprogramul este folositá in c XI iei unde a aparu re 
alculul expres e 
it 


are acelaşi 
ferirea. De 


————————————— 
[ 


Programul principal Subprogramul FUNCTION 


| 
; FUNCTION DIST (A, 1) | 
B = DIST (X, J)*ANS+**K | : 
Ms A AIA 


| DIST = A ++ M/I 


RETURN | 
END | 


În acest exemplu, valorile lui X si i 
st es a e X $i J sint folosite in subprogramul FUNCTION c: 
valori ale lui A respectiv I. Este calculatá valoarea lui DIST si cu aceastá valo are o hace 
intoarcerea la programul principal unde este calculatá valoarea lui B. 
Toate subprogramele FUNCTION trebuie sá continá o i i y 
) nfiná o inst Ü ce specifică 
pentru compilator sfirsitul fizic al subprogramului. i RIR id a 
c) Subprograme SUBROUTINE. Sub J z 
; me JE ý programul SUBROUTINE se aseamănă 
cu subprogramul FUNCT ION in mai multe privințe : ambele contin acelaşi fel p pont 
metri formali, ambele cer o instructiune END. Subprogramul SUBROUTINE insá nu 


necesitá transmiterea nici unui rezultat cátre pro rinci 
Me A ine ca programul principal asa cum opera sub- 


Instrucţiunea SUBROUTINE are forma: 


SUBROUTINE nume (f,, fas ...., fu) 


unde: nume este numele subprogramului SUBROUTINE; 

fir ass +.» fn sînt parametri formali care trebuie să fie variabile fără indici, nume de 
tablouri, sau nume fictive ale altor subprograme SUBROUTINE ei 
FUNCTION. Nu este necesar să fie vreun parametru. S Ld 


Instructiunea folositá pentru a chema un s J J 
: erp E E n subprogra j IE este € 
Forina ei generală este : program SUBROUTINE este CALL. 


CALL nume (4,, da, ..., an) 


unde: nume este numele subprogramului SUBROUTINE care trebuie activat ; 


sint parametrii actuali. ere 


nen 
3 aici trebuie sá existe o corespondenţă între parametrii formali si parametrii actuali. 
pia deis SUBROUTINE poate folosi unul sau mai multe din argumentele sale 
e imc pipaita de valori la programul principal. Argumentele folosite pentru acest 
ee ] add apară in partea stingă a unei instrucţiuni aritmetice, ca argumente ale unei 
ructiuni CALL, sau ca argumente intr-o referire la o instructiune de functie. 
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La aparitia intr-un program a unei instructiuni CALL se executá urmátoarele : 
— se executá transmiterea de date de la programul principal la subprogram si anume, 
parametrii formali sint înlocuiţi cu parametrii actuali (f; : = a; i = 1, ..., n) la fel ca la 
subprogramele FUNCTION ; 

— se începe executarea instrucţiunilor din subprogramul SUBROUTINE pînă la 
apariţia instrucţiunii RETURN ; 

— se transmit înapoi la programul principal nu toti parametrii ci numai aceia care sint 
nume de tablouri sau nume de variabile simple. Simbolic se serie a;: = f; unde i nu mai ia 
valori de la 1 piná la n pentru cá nu toti parametrii se transmit înapoi la programul princi- 
pal. De exemplu : 


Subprogramul SUBROUTINE 


Programul principal 


DIMENSION U (1000), V (1000) | SUBROUTINE MAPP (X, Y, K) 
$ | DIMENSION X(1000), Y (1000) 
IJ = 1000 DO 10 I = 1, K 
10 Y (D — X (I) 

RETURN 

END 


CALL MAPP (U, V, IJ) 


Dupá cum se observá obiectul subprogramului este copierea unui tablou direct in altul. 


5.4.6.5. Siruclura unui program scris in FORT RAN. instrucţiunile executabile sint 
denumite instructiunile din 5.4.6.3, a, b si c (cu exceptia instructiunii END) adicá 
instructiunile aritmetice, instructiunile de control si instructiunile de intrare-iesire. 

Ordinea intr-un program FORTRAN este: instructiuni de specificare, urmate de 
instructiuni de functii, apoi de partea de program ce trebuie sá continá cel pufin o 
instructiune executabilá. 

Instructiunile FORMAT pot apárea oriunde in program. 

Programele FORTRAN se redacteazá pe formulare standardizate in care apar cele 
80 coloane ale unei cartele. Fiecare linie a formularului reprezintă o cartelă. Instrucţiunile 
FORTRAN sint scrise cite una pe o cartelă între coloanele 7 si 72 (inclusiv). Dacă o instru- 
tiune este prea lungă şi nu încape pe o cartelă se va continua pe cel mult 19 cartele succesive 
prin plasarea oricărui caracter, altul decit zero sau blank (adică nu există nici o perforatie) 
în coloana 6 a fiecărei cartele de continuare, 

Primele 5 coloane din prima cartelá a unei instrucţiuni poate conține un număr al 
instrucţiunii constind din 1— 5 cifre zecimale. Aceste numere ale instrucţiunilor pot apărea 
oriunde în coloanele 1 piná la 5 si pot fi atribuite în orice ordine. 

Coloanele de la 73 pină la 80 nu sînt semniticative pentru compilatorul FORTRAN 
şi de aceea pot fi folosite pentru identificarea programului, ordonare etc. 

Multe subprograme simple se găsesc într-o bibliotecă și sint folosite ori de cite ori 
sînt necesare într-un program. Printre acestea sint radicalul (S QRT), logaritmul natural 
(ALOG), valoarea maximă sau minimă a elementelor unui sir de numere (AMAXO, 
AMINO), funcţii trigonometrice (SIN, COS, ... etc). 
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5.4.6.6, Exemple de programe în FORTRAN 


" jx r 
Jxemplul 12. Să se scrie un subprogram pentru calculul produsului scalar a doi vectori 4 si B de maximum 
100 componente, Deoarece rezultatul este un singur număr se ya face un subprogram FUNCTION : 


FUNCTION PROVEC (A, B, I) 
DIMENSION A(100), B(100) 
PROVEC = 0 
DO 11 J=1, 1 
11 PROVEC = PROVEC + A(J)* B(J) 
RETURN 
END 
Dacá nu apárea indicele I, subprogramul era valabil numai pentru produs de vectori de 100 componente. 
Dacă trebuie folosit si pentru produs de vectori cu mai puţin de 100 componente se va folosi acest I şi astfel 


vor rezulta 3 parametri A, B gi I. 
In programul principal trebuie sá existe o referire la acest subprogram : 


SUM = PROVEC (X, Y, K) 


Exemplul 13. Sá se scrie un subprogram pentru calculul produsului a două matrice: A (J, Ji), B (J, E) 


C Mc orn un subprogram SUBROUTINE pentrucá rezultatul nu mai este un singur numár ci o matrice 


SUBROUTINE MAT (A, B, C, I, J, K) 
DIMENSION A (25, 25), B(25, 25), C(25, 25) 
DO 3L=1, I 

DO3M=1,K 


C(L, M)=0 
DO 3N=1,J 
3 C(L,M) = C(L,M)+A(L,N) * B(N,M) 
RETURN 
END 


Se observă că pentru parcurgerea indicilor I, J, K s-au introdus niște indici noi L, N, M 
si cunoscindu-se ordinea de efectuare a ciclurilor DO, se execută intii ciclul DO cel mai 
interior. La început L: = 1 (prima linie a matricei A) apoi M: = 1 (prima coloană 
a matricei B) si apoi se efectuează al 3-lea ciclu DO unde se efectuează produsele intre 
prima linie a lui A și prima coloană a lui B, obfinindu-se elementul de pe poziţia (1, 1) din 
matricea C. i 

Apoi se mărește M care devine 2 (deci coloana a doua a lui B este înmulțită tot cu 
prima coloană a lui A) și așa pînă la parcurgerea tuturor coloanelor lui B în urma căreia 
s-au calculat toate elementele de pe prima linie a lui C. Apoi L ia valoarea 2 și se repetă 
aceleaşi operaţii, obtinindu-se și linia a doua a lui C. Se continuă pină cînd L: = I adică 
sint parcurse toate liniile lui A și se obţine în întregime matricea C. 
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6. CARACTERISTICILE GENERALE ALE PRINCIPALELOR 
CALCULATOARE EXISTENTE ÎN REPUBLICA 
SOCIALISTĂ ROMÂNIA 


6.1. CARACTERISTICILE GENERALE SI SISTEMELE DE INSTRUCȚIUNI 
ALE PRINCIPALELOR CALCULATOARE CONSTRUITE 
ÎN REPUBLICA SOCIALISTĂ ROMÂNIA 


6.1.1. Calculatorul MECIPT-1 (Maşină Electronică de Calcul a Institutului Politehnic 
Timișoara). Acest calculator este o maşină cu virgulă fixă, cu lungimea cuvintului de 
31 cifre binare (din care una este cifra semn). Viteza de calcul este de 50 operaţii 
pe secundă. Memoria este formată dintr-un tambur magnetic cu 1 024 adrese. Sistemul 
aritmetic este format din 3 registre : registrul sumator S, re; strul M si registrul I. Regis- 
trele M si I servesc la înmulţiri, împărțiri si alte operatii. Instructiunile si datele sint 
introduse pe bandă perforată astfel : instructiunile in sistem binar-octal, iar numerele in 
sistem zecimal-binar. Extragerea datelor se face prin imprimare la masina de scris elec- 
tricá. Sistemul de instructiuni este prezentat in tabelul IV. 8. 


6.1.2. Caleulatorul DACICC-1 (Dispozitiv Automat de Calcul al Institutului de Calcul 
din Cluj). Acest calculator este o mașină de calcul cu virgula fixă, cu lungimea cuvîntului 
de 36 cifre binare (din care două sint utilizate pentru semn). Viteza de calcul este de 2 000 
operații pe secundă. Calculatorul are o memorie internă cu inele de ferită de 1024 cu- 
vinte si o memorie externă pe tambur magnetic cu o capacitate de 2 048 cuvinte. Instruc- 
tiunile sînt grupate cite două pe fiecare cuvint, fiecare instructiune avind 18 cifre binare. 

Datele numerice si instrucțiunile se introduc in maşină cu ajutorul benzii perforate, 
astfel: instrucţiunile în sistem octal-binar, iar numerele în cod zecimal-binar sau 
octal-binar. Sistemul de instrucţiuni este prezentat în tabelul IV.9. 


6.1.3. Calculatorul CET-500 (Calculator Electronic Tranzistorizat). A fost pus în 
funcţiune în anu! 1964 ; este un calculator cu virgulă fixă, avind o memorie cu ferite 
cu o capacitate de 1 024 cuvinte (adrese). Timpul de acces la aceastá memorie este 
de 50 ps. Viteza de calcul este: 60 us pentru o adunare şi 5 ms pentru o inmultire. 
Lungimea cuvîntului este de 37 cifre binare. 

În program, cuvintul este format din două instrucțiuni, fiecare instrucțiune avind o 
singură adresă. Sistemul de instrucțiuni este prezentat în tabelul IV.10. 

Sistemul aritmetic este format din 3 registre A, B si C, registrul B avind rolul de regis- 
tru acumulator. 

Introducerea datelor si a programului se face cu ajutorul benzii perforate sau m mual, 
folosind o serie de butoane existente la pupitrul de comandi, iar pentru tipárirea rezulta- 
telor este folosită o mașină electrică de scris. 


6.2. CARACTERISTICILE GENERALE ALE PRINCIPALELOR CALCULATOARE 
STRĂINE EXISTENTE ÎN REPUBLICA SOCIALISTĂ ROMÂNIA 


6.2.1. Calculatorul electronic de birou „Programma 101 Olivetti** 


6.2.1.1. Descriere generalá. Desi de micá capacitate, calculatorul ,,Programma 101 
Olivetti“ prezintă toate caracteristicile unui calculator electronic numeric, preluerind 
datele cu o vitezá foarte mare. 
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Tabelul IV.8 Tabelul IV.8 (continuare) 
Y A AUCTI E A Ne E PE ei ALI A a 
Sistemul de instrucţiuni al calculatorului MECIPT-1 | 0 1 | 2 3 
i LAA A SEHE a 
Instrucţiunea i | 4 | | A DN 1 
-= ————— | Continutul instructiunii | Descrierea instrucţiunii | | 32 | 0134 | Fărăoprirela DCR Calculatorul își continuă funcţionarea 
Codul Adresa | la depăşirea unităţii 
CAPAT TARI 33 mare WERE vs TUE | f 32 | -0136 Tipărire după programul | Serie la mașină in cod numeric 
» : EM A f ¿ (programul 4) 
| | j i | 32 | 0133 | Tipărire după programul | Scrie la mașină in cod alfabetic (pro- 
00 0000 Oprire | | 5 |  gramul 5) 
01 a Aduce (a) in sumator 1 33 a | Citirea benzii Se citeste un numár de pe bandá si se! | 
02 a | Aduce —(a) in sumator | | inregistreazá la adresa a 
03 a | Aduce |(a)| in sumator 34 | a | Transfer la depășire Se trece la adresa a în cazul depășirii 
04 a | Aduce — |(a)| în sumator | | unităţii 
| 05 a | (S) + (a) >S Adunare | 35 a | Sare la a si revine Transfer cu revenire. Sare necondi- 
06 a (S) —(a) —S Scádere i | | tionat la a si se înregistrează in I in- 
07 a (S) + | (3)] —S Aduná modulul lui (a) | structiunea p-+1, p fiind adresa la care | 
| 10 a (S) — |(a)| >S Scade modulul lui (a) | figurează instrucțiunea 35 a (în a doua i 
11 a (S). (a) —S--I Înmulțire fără rotunjire ; 4 | | parte a cuvîntului). Revenirea la adresa 
rezultatul ei se formează ia S $1 I j | | p--1seface prin introducerea acestei 
12 a (S)- (a) > S Înmulțire cu rotunjire | | adrese în subprogram 
13 a (S+1) : (a) >I | Împărțire; conţinutul registrelor S | | | 
| şi I (un număr de 60 cifre binare) se ¿ SE i E z ; i 
| imparte la (a); citul se formează in I j De asemenea, el contine toate pártile caracteristice ale unui calculator electronic (dispo- 
14 | a (S) + (a) > a Adunare in memorie zitiv de intrare, dispozitiv de iesire, memorie, unitate de comandá si unitate aritmeticá- 
15 a Sare la a Transfer neconditionat ] logică), (fig. IV.17). | 
16 a p (S)<0, sare 'Transfer la riii TO Nes | | 
aa în caz contrar continuă cu instructiu- | 
| nea urmátoare 1 | | 
17 a Dacă (S) 20, sare la a Transfer ia plus; în caz contrar con- | | 
tinuă cu instrucțiunea următoare Ülaweflura. Unitate de citire | 
20 | a Dacă (S) +0, sare la a | Transfer la 40; dacă (S)=0 se continuă şi Înregistrare | 
| cu instructiunea urmátoare ( în faza de citire) | 
91" r (S4- I)—stinga Se deplaseazá (S--I) cu r <31 pozitii | 
binare spre stînga in registrele S si I; | 
cifrele care ies din L intră in S, iar cele | | 
care ies din S se pierd ! Memorie Unitate de comanda | 
| r (S—I)— dreapta Idem, spre dreapta j oa oia 
23 r (S) > stinga Se deplasează (S) cu r < 31 poziţii spre | et o | 
| stînga ; rezultatul : 2”(S) I | 
24 r (S) — dreapta | Idem, spre dreapta ; rezultatul : 2-X(S) d | 
25 a (S) > a Inscrie (S) in memorie la adresa a 
26 | a (D— S, a Se trimite (I) in sumator si memorie Unitate de Unitate de citire | 
la adresa a * imprimare sl inregistrare 
27 a (a) — I Aduce (a) in registrul I ; (la înregistrare ] 
30 0000 Trece mai departe Trece la instrucțiunea următoare din 1 - 
program 
31 a (S) A (a)—S Înmulțire logică y 
32 0151 (I-—S Aduce (T) in S (fără memorare) t Cartel? magnetică E 
3 0111 Oprire la DCR Calculatorul se opreste dacá s-a depásit Fig. IV.17. Pártile caracteristice ale calculatorului 
| capacitatea registrului (DCR) j electronic numeric „Programma 101 Olivetti”. 
y 
| 
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Instrucţiunea 


Sistemul de instrucţiuni al'ealeulatorului DACICC — 1 


Tabelul IV. 


| 


- Conţinutul instrucţiunii Descrierea instrucţiunii 
Codul | Adresa 
0 1 2 3 
E —————————————————————————— 
00 0000 | Trece mai departe Se trece la instructiunea urmátoare din 
program 
02 a (a) >R Aduce (a) in R 
04 a (R)—a | Aduce (R) in a, (R) = const 
00. | a (R)+(a)—R Adunare 
10 a (R)—(a)>R Scádere 
12 a (R)A(a)- R Înmulțire logică 
14 a | (R)}(a)>R | Înmulțire 
20 0000 | Tipărire zecimală | Scrie 9 sau 11 cifre zecimale 
24 | 0000 | Mutá carul | E , 
26 | a (R)V (3)—R Adunare logicá 
30 | a |(BR):a)—-R | Impártire | 
94 a Dacá R=0, sare la a | Transfer la plus;in caz contrar trece 
| mai departe 
36 a Dacă R «0, sare la a | Transfer la minus; in caz contrar trece 
mai departe 
40 a Sare la a Transfer neconditionat la a | 
42 0000 | (R)=>stinga Deplasarela stinga cu o pozitie binará; | 
rezultatul (R)- 2 
44 0000 | (R)=> dreapta Idem, drepta; rezultatul (R): 2 
46 0000 | Tipárire octalá | = 
50 a (R)-(a)—R | Adunare specială, fără consultarea 
| depășirii unităţii 
52 a | 00b Schimb între memorii Trece (a) din memoria internă la 
| adresa b din memoria externá 
54 a | 00b Schimb intre memorii Trece (b) din memoria externă la | 
adresa a din memoria interná 
56 b | 40a Transfer cu revenire | Dacă această instrucţiune ocupă în 
| program adresa p, trecerea făcindu-se 
| la un subprogram cuprins între adresele 
| aşib,înb seva scrie 40 p+1 
60 a (R3) a Registrul R, serveşte la memorarea 
produsului dublu 
62 a | Dacă (R) = 0, sare la a | Transfer la zero; pentru (R) diferit de | 
zero trece mai departe | 
64 a (R)+(a)—a Adunare în memorie | 
66 a (R)—(a)—R Scădere specială, fără consultarea | 
| |  depásirii unităţii | 
7 a (R)--(3)—H si a Adunarea ín registru si memorie 
72 | 0000 | Stop condiţionat | In functie de pozitia unci chei de pe 
| pupitrul de comandá se opreste sau 
trece mai departe 
76 Stop — 


0000 
| 


r; 


— 
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Instrucţiunea, | 


00 
01 
02 
03 
04 
05 
06 
07 
10 
11 


12 


13 


13 


16 


| 
| 


0000 | 


0000 
0000 


00a5a4 
00a; 
00252, 
0000 


00252; 


ajaz 
agag 


20a3% 


3000 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


| 
| 


| 
| 
1 
| 
| 
| 


Sistemul de instrucţiuni al calculatorului CET-500 
E zise sta 


— 


Conţinutul instrucţiunii 


Stop 

(a)—B 

(B)+(a)>B 
(B)—(a)—B 
(B)-(23)—B 

(B) : (a)— B 

Dacă (B) 0, sare la a 
Dacá (B)<0, sare la a 
Sare la a 

(B)>a 


Citeste banda 
Trece mai deparle 


Deplasare mașină de scris 
(B) > stinga 

(B) — dreapta 

Tipărește semn 


Tipăreşte asa, cifre in 
zecimal 


Tipăreşte cifre în zecimal 
cu virgulă mobilă 


Tipărire in octal 


(B) — 0, sare la a 
(B) +0, sare la a 

| (a) |B 

(a) + (B)— a si B 
(B)—l(a);— B 

(B)v (a)> B 

(B0 (> B 


(a) — (B)— 
(B) A (a) B 


Deserierea instructiunii 


Oprire 

Aduce (a) in acumulator 

Adunare 

Scádere 

Înmulțire 

Împărțire 

Transfer la plus 

Transfer la minus 

Transfer necondiționat 

Înscrie (B) în memorie la adresa a; 
(B) rámine neschimbat 

Citeste banda perforatá 

Trece la instructiunea 
program 

Maşina de scris 
octale-maximum 17) 
orizontală 

Se deplasează numărul din B cu ayas 
(cifre octale — maximum 17) pozi- 
tii binare spre stinga 

Idem, deplasare spre dreapta 

Scrie la masiná numai semnul numáru- 
lui din B si lasá interval 

Scrie la maşină in zecimal aga, (cifre 
octale — maximum 17) din B si lasá 
interval 

Scrie semnul numai dacá este negativ ; 
se serie : 2,25 cifre, punct si apoi alte 
aga, cifre din B ; zerourile de la stinga 
punctului nu se bat, rüminind spatii 
libere 


| (B) — const 


urmátoare din 


(cifre 
pe 


executá 
intervale 


334 


Serie la mașină in octal asa, (cifre 
octale) din B 

Introducerea carului 

Transfer conditionat dacá (B) = 0 

"Transfer condiționat dacă (B) 0 

Aduce modulul lui (a) în B 


Adunare in memorie si registru 
Scáderea modulului 

Adunare logicá 

Adunare modulo 2 
Scádere inversá 
Produs logic 


Tabelul IV.10 
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Dispozilivul de intrare constă dintr-o claviatură (compusă din clape numerice 
de funcţiune) si unitatea de citire si înregistr 
înregistrat în memorie (în faza de citire). 

Dispozitivul de ieșire constă din unitatea de 
coloane, cu 30 caractere/s) si unitatea de citire 
permite transterul pro 


şi clape 
are a cartelei magnetice, al cărei conținut este 


imprimare (care imprimă datele in 28 de 
şi înregistrare, care in faza de înregistrare 
gramului și al datelor, din memorie pe cartela magnetică. 

Memoria, care reprezintă partea principală a calculatorului, este formată din 10 registre, 
Două sint destinate înregistrării programului şi pot conţine cite 24 de instrucţiuni sau 
comenzi elementare. În celelalte 8 registre — fiecare avînd o capacitate de 22 cifre (la 
care se adaugá semnul si virgula) — se pot inregistra datele. Dintre acestea, registrele 
M, A si R se numesc registre operative, intervenind direct in executarea operatiilor arit- 
metice; registrul M primeste de asemenea toate datele inscrise la claviaturá. Celelalte 
registre se numesc registre de stocaj si folosesc la depunerea in memorie a datelor, a rezul- 
tatelor intermediare si a constantelor. Fiecare registru de stoc: 


aj poate fi împărţit în două 
părţi, fiecare cu o capacitate de 11 cifre. În acest caz, numele registrului se conservă la 
partea din dreapta (de exemplu B), cea din stinga notindu-se (in exemplul considerat) B R 


Calculatoarele electronice mai contin si memorii 
auxiliare, mai lente, dar de mare capacitate, fo- 
losite in scop de inmagazinare. Ín cazul calcula- 
torului ,,Programma 101 Olivetti”, se poate consi- 
dera ca memorie auxiliará cartela magneticá, pe 
care sint inregistrate instructiunile programului si 
datele numerice constante. 


Unitatea de comandá si unitatea aritmelicá-logicá., 
Unitatea de comandá primeste instructiuni din 


memorie, pe care le interpreteazá si le executá 
prin unitatea aritmetică-logică. 


917^ ri J: ? A- 
Fig. 1V:18. Calculatorul electronic 6.2.1.2. Programarea. Un program este alcá 


de birou ,,Programma 101 
Olivetti** : 
1 — clapa de pornire-oprire a calculatoru- 
hi; 2 — clapa de anulare generală a me- 
moriei; 3 — lámpi de control; 4 — buton 
pentru rularea hirtiei imprimantei; 5 — 
cheia  REG.PR. pentru înregistrarea 
programelor; 6 — cheia STAMPA pentru 
tipárirea programelor; 7 — cheia de pro- 
tectie; 5,9 — fante pentru introducerea, 
respectiv pentru extragerea cartelei ma- 
gnetice; 10 — clapá de ştergere a registru- 
jui M; 11 — clapa de START-STOP; 
12 — contor de zecimale; 12 — hirtia 
imprimantei. 


tuit dintr-o succesiune de instrucţiuni care pot fi 
definite în limbajul calculatorului, avind în vedere 
ordinea în care trebuie efectuate operaţiile. Fie- 
care instrucțiune are două părţi: adresă şi func- 
tiune; instrucțiunile formate doar din partea de 
funcţiune subinteleg adresa M. Tipurile de instruc- 
tiuni cu codurile respective sint prezentate in 
tabelul IV.11. 


6.2.1.3. Calculul manual. Calculatorul ,,Pro- 
gramma 101 Olivetti“ poate fi utilizat manual, 
ca si masinile de calcul obisnuite. Principala deo- 
sebire dintre calculul programa: si cel manual 
constă in faptul cá la folosirea manuală, operatorul 


trebuie să introducă direct la claviatură instrucțiunile relative la calcul. De aceea, la 


calculul manual nu mai este necesară folosirea clapei S (fig. 
de selecţie a programelor (V, W, Y si Z). 


IV.18) si nici a clapelor 


În particular, calculul manual se poate folosi pentru a verifica un program. De ase- 
menea, este utilizat la executarea calculelor nerepetative, pentru care nu este necesară 
întocmirea unui program. 
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Tabelul IV.11 


1 iv i** 
Sistemul de instrucţiuni al calculatorului „Programma 101 Olivett 


Tipul instruc- 
tiunii 


Aritmetice | 


| 
| 
| 
| 


Introducerea 
datelor | 
și transfer 


| 


De serviciu | 


Codurile 


Caracteristici şi note explicative 


Adunare 
Scădere 
Înmulțire | 
Împărțire 
Rădăcina | 
pătrată 
Valoarea 
absolută 


Introduce- 
rea datelor| 
Transfer 
din M | 
Transfer 
în A i 
Schimbare 
cu A 

Transferul 
părții 

zecimale 


Imprimare 


Aducere la 
zero 


Interlinie 


ANA 


* 
* 
i 


X este numele unui registru "EN. 
Operatiile au loc intre registrele A v. e 
| Dupá executarea unel operaţii aritmetice, 

rezultatul se va afla în registrul A P» | 
La operaţii cu numere zecimale, se inscrie, 

la moleta de zecimale numărul zecimalelor 

(0—15) cu care trebuie obţinut rezültatni 
| Dacă datele sint conținute in registrele 
de stocaj, ele trebuie în prealabil trans- 
ferate în registrele operative 


Pentru introducerea datelor este e 
| instrucţiunea STOP, oprind mersu xd 
d > 1 c atalar ls n 

sinii si permitind inscrierea datelor la e 
viaturá, dupá care — prin apásarca nu 
tonului S — se continuă desfăşurarea 
normalá a programului . (n 

Datele trebuie introduse cu virgulá si semn 
(numerele negative) nen 

Instructiunea de transfer comandă depla 
sarea datelor dintr-un registru in altul 

Memoria calculatorului este Dec ene 
toare** la extragerea datelor și ,Substitu- 
tivă“ la introducere 


Se poate imprima rezultatul (cu numárul 
de zecimale cerut), sau conținutul unui 
registru y e 

Registrele M si R nu pot fi aduse la I 
(şterse) folosind instrucțiunea» ; anu (uen 
lui M se face printr-o operalie de schimb 
dupá anularea lui A, iar pentru anularea 
lui R se efectuează o operaţie al cărei 
rezultat este nul 


Prin instrucțiunea /<> se poate asigura un 


> ANS H Not 
spatiu mai mare intre două imprimări 
succesive 
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: | 
| 1 j 2 | 3 
Salturi ne- = V 
A ag Re | A >AA A = VW. Y Z 
| conditio- CA —BA Instrucţiunea de salt comandă întrerupere: 
in DOES Pere EOS omandi reruperea 
| DA examinării secvențiale a instrucţiunilor 
E9675 Ps s i nilor 
| | Pentru a defini un salt, trebuie stabilità 
| | originea saltului și destinaţia saltului 
lodi | | | Clapele V, W, Y, Z servesc la piogramarea 
| | | saltului necondiţionat ; se inscrie ca primă 
| | instrucţiune, o destinaţie de salt necondi- 
| tionat (AV, AW, AY, AZ), ultima fiind 
| | 9 instrucţiune de origine (V, W, Y, Z) 
| Salturi | „A =AJA | În cazul instrucţiunilor de salt condiţionat, | 
* faf * ^ "c D P " 1 i : 
conditio- C/A —B/A calculatorul alege destinaţia saltului, după 
nate | DIA=EJA cum sint îndeplinite anumite condiții ; se 
| ; " ata lana cs A aa X 5 | 
| R/A>F/A poate face astfel selecţia între două condi- | 
tii (A> 0, A « 0), sau între 3 condiții | 
scindind cazul < in două distincte) 
| —— — = ——— E 2 | - — — — — 
io | n | 
| pend a Datele numerice pot fi înregistrate și sub 
Speciale | Mio MENT formă de instrucțiuni de program (fiecare 
| Eres ă | At cifră— o instrucțiune) si care sint pre- 
| im er | cedate de instrucțiunea Ay 
| a y eti Os 1 d i 
| DAR dd Instrucţiunea RS permite transferul con- | 
| | linutului registrului D in R si invers | 


6.2.1.4. Modul de lucru 


. 8. In regist rarea programelor in 
ajutorul claviaturii, folosind clapele corespunzătoare simbolurilor instrucțiunilor, procedi 
du-se astfel: se pune calculatorul in funcţiune ; se apasă anulatorul general ; 8e dA c um idi 
»»Inregistrare program**; se introduc instrucţiunile programului în ordíñea abi 
a corecta eventualele erori de compunere, se apasă clapa de anulare a ec mado. (per 
inainte de tipárirea completi); se degajeazá comanda inregistrare Pui i Se zx 

j s gistrare program 
j _Pentru inregistrarea programului din memorie pe cartelă, se procedează astíel: se 
apasă clapa „înregistrare program**; se introduce cartela în fanta unită ii le iti e 5i 
inregistrare; se degajá clapa ,,inregistrare program. ud hes 


memorie, Aceasta se face cu 


De asemenea, se poate realiza imprimarea 
mare program“, avind grijă 
STOP, să se apese clapa <> 


: programului, cu ajutorul clapei ,,impri- 
ca la inceputul programului şi după fiecare instrucțiune 
Pentru a transfera 1 i 
E k n memorie 1 'am inregistr "Lelá ică 
2 a nemorie un program înregistrat pe cartelá magneticá se proce- 


deazá astfel: se pune calc i i 
f : alculator X asá a a 
I latorul in functiune; se apasá anulatorul general: se dau co- 


Tabelul Iv.11 (continuare) 4 
E 
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menzile „înregistrare program ** si „imprimare program*'*; se introduce cartela continind 
programul in fanta unitátii de citire si inregistrare. 

Pentru a executa programul inregistrat in memorie, se procedează astfel : se degajeazá 
clapele „înregistrare program** si „imprimare program*'; se pune moleta de zecimale în 
poziţia cerută ; se apasă clapa de selecţie a programelor, corespunzătoare secventei respec- 
live de program. 

Desfăşurarea programului se efectuează după modul operaţional corespunzător. 

b. Verificarea programului. Programul trebuie verificat prin efectuarea 
unui caleul de control, pentru care se cunoaște rezultatul (pentru anumite valori particu- 
lare ale datelor). 

Dacă programul nu funcţionează corect, o primă indicație o poate constitui aprinderea 
lămpii roșii a calculatorului, care semnalizeazá depășirea capacităţii registrelor sau impár- 
tirea cu zero. Pentru a depista eventualele instrucţiuni greșite, se imprimă programul cu 
ajutorul clapei „imprimare program“. Cind calculatorul nu semnalizeazá eroarea (progra- 
mul — deşi eronat — nu este incompatibil cu logica sa operativă), trebuie verificată 
fiecare instrucţiune în parte. Acest control se poate efectua, de asemenea, utilizînd manual 
calculatorul. 


6.2.2. Calculatorul ELLIOTT 803-B. Acest calculator reprezintă o perfecționare a 
calculatorului ELLIOTT 803 si a apărut în anul 1960. Nu face parte dintr-o serie de calcu- 
latoare. Este primul calculator importat în tara noastră și funcționează la Combinatul 
Siderurgic Hunedoara. Este un calculator de generaţia a 2-a. 

Memoria internă este cu inele de ferită și are o capacitate de 1 024, 2 048, 4 096 sau 
8 192 cuvinte. Calculatorul existent la Hunedoara are 8 192 cuvinte. Se pot atașa piná la 
4 unităţi de memorie cu film magnetic. 

Lungimea cuvîntului este de 39 unităţi binare, ceea ce înseamnă că se pot reprezenta 
numere în virgulă fixă de 12 cifre zecimale, iar pentru numere in virgulă mobilă sint folosite 
9 unităţi binare pentru exponent și 30 unităţi binare pentru mantisă (se pot reprezenta 
numere între — 10-79 gi 41076). 

Acest calculator are un cod de 64 instrucţiuni, programele putind fi scrise în codul 
calculatorului, AUTOCOD MARK III sau ALGOL. 

Se pot atașa două lectoare de bandă perforată (5 canale, viteza pină la 490 car/s) 
două perforatoare (viteza 100 car/s), sau eventual echipamente cu cartele perforate. 
Vitezele de calcul sint: 

— pentru adunare în virgulă fixă 576 us, iar în virgulă mobilă 864 us; 
— pentru înmulţire în virgulă fixă 12 000 us, iar în virgulă mobilă 4 896 us. 


6.2.3. Seria ELLIOTT 4100. Seria ELLIOTT 4100 este formată din două unități 
centrale si un număr de echipamente periferice. Lungimea cuvintului este de 23 4-1 unităţi 
binare (biţi). Memoriile interne sînt cu inele de ferită cu o capacitate variind între 4 096 și 
32 768 adrese. Vitezele de calcul sint : 

— pentru adunare în virgulă fixă 6 — 12 us, iar în virgulă mobilă 235 — 310 us; 

— pentru înmulţire în virgulă fixă 81 — 87 us, iar in virgulă mobilă 477 — 688 us. 

Din această serie, în ţara noastră se află calculatorul ELLIOTT 4120 la Dispecerul 
Energetic National. 

Se pot cupla următoarele tipuri de memorii auxiliare : 

— memorii pe bandă cu o capacitate de 5 350 000 caractere pe o rolă, viteza de trans- 
fer variind între 12 000 şi 33 000 car/s; 

— memorii cu disc (un singur disc) cu o capacitate de 1 000 000 caractere și o viteză 
de transfer de 105 000 car/s. 
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Datele se pot introduce si extrage cu ajutorul benzii perforate, viteza fiind de 1000 car/s 
la citire si de 110 car/sla perforare. 

Dispune si de imprimatoare rapide cu vitezá de 300 — 1 000 rinduri/min, fiecare rind 
continind 120 — 160 caractere. 

Programele pot fi scrise in ALGOL 60, FORTRAN, intr-un limbaj simbolic propriu 
NEAT pentru probleme stiintifice, sau intr-un limbaj H pentru probleme economice. 


6.2.4. Seria ICT 1900. Aceastá serie de calculatoare este realizatá de firma Interna- 
tional Computers and Tabulators din Marea Britanie, avind mai multe tipuri : ICT 1902 ; 
ICT 1903 ... ICT 1909 (ultimul tip fiind destinat aplicatiilor stiintifice). 

În tara noastră, există calculatorul ICT 1905 la Direcţia Centrală de Statistică de 
pe lingă Consiliul de Miniștri. 

Memoria internă a mașinii de calcul ICT 1905 este o memorie cu inele de ferită, cu o 
capacitate de 8 192, 16 384 sau 32 768 cuvinte. Timpul de acces la această memorie este 
de 2 us. Lungimea cuvîntului este de 24 cifre binare. 

Vitezele de calcul sint : 

— pentru adunare in virgulá fixá 7 us, iar in virgulá mobilá 13 ys; 

— pentru înmulţire in virgulă fixă 40 us, iar în virgulă mobilă 29 ys; 

— pentru împărţire in virgulă fixă 44 us, iar în virgulă mobilă 51 us. 

Memoriile auxiliare existente ia ICT 1905 sint : 

— memorie pe benzi magnetice cu o viteză de transfer de 20 800, 41 700 sau 96 000 
caractere/s ; 

— memorie pe discuri intersanjabile (care constá din unul sau mai multi cilindri, 
fiecare fiind prevăzut cu 6 discuri pentru imprimare, cu capete de citire-scriere si cu un 
mecanism de antrenare), care are o capacitate de 4,03- 10 9 sau de 16,12-10 6 caractere si 
cu o vizetá de transfer de 60 000 car/s ; 

— memorie pe discuri magnetice cu o capacitate de 31,5- 105 
timp de acces de 220 ms; 

— memorie pe cartele magnetice cu o capacitate de 340-109 — 2 700-109 caractere 
si un timp de acces de 325 ms. 

Datele si programul sint introduse in mașină pe cartele perforate sau pe benzi perforate. 
Vitezele pentru citirea cartelelor sint cuprinse între 300 şi 900 cartele/min, iar pentru 
bandă între 300 şi 1 000 car/s. 

Extragerea rezultatelor intermediare si finale se face pe cartele perforate, benzi perfo- 
rate sau la imprimantă, vitezele fiind de 100— 350 cartele/min, 110 caractere/s, respectiv 
300—1 350 linii/min. 

Masinile de calcul din seria ICT 1900 folosesc mai multe tipuri de limbaje de programare 
automatá: COBOL si versiunea prescurtatá RAPID WRITE ICT pentru problemele 
economice, iar pentru problemele tehnico-stiintifice FORTRAN, ALGOL, EMA (Ex- 
tended Mercury Autocode) si PLAN (Programming Language Nineteen-Hundred) 


— 126.106 caractere si cu 


6.2.5. Seria IBM 360. Firma International Business Machines S. U. A., cea mai mare 
producátoare de calculatoare din lume, a inceput livrarea calculatoarelor din seria 
IBM 360 în anul 1965. Această serie cuprinde mai multe modele de unităţi centrale : 20; 
305; 40; 505 60; 62; 70; ... etc. 

În tara noastră funcţionează 3 calculatoare din seria IBM 360 si anume : IBM 360/40 
la C. E. P. E. C. A., IBM 360/30 la Centrul de Calcul al Universităţii București și IBM 360/40 
la Academia de Studii Economice. 

informatiile sint transferate si prelucrate pe grupe de cite 8 biţi denumite bytes. Me- 
moria internă pe ferite are o capacitate de 64K — 256K la modelele 30 si 40, unde K = 1024 
bytes. La modelul 90 poate ajunge piná la 1024 K. Timpul de acces este de 1,5 us. Timpu 


nme 
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de adunare în virgulă fixă (2 numere a cite 32 biţi) variază între 29 us (model 30), 7,5us 
(modelul 40) şi 0,33 us (3 000 000 adunări/s la modelul 90). Prelucrarea poate avea loc în 
binar, în zecimal sau în virgulă mobilă. Timpul de înmulţire în virgulă fixă (32 biţi): 
303 us la modelul 30 si 83 us la modelul 40, ajungind pină la 2,7 us la modelul 70. Timpul 
de înmulţire în virgulă mobilă variază între 312 us (modelul 30), 77 us (modelul 40) și 
1 us la modelul 90. 

Unităţile periferice care se pot cupla sint : 

— unitatea de memorie cu celule magnetice IBM 2321 cu o capacitate de 400 000 000 
bytes, timpul mediu de acces fiind de 500 ms; 

— unităţi de memorie cu disc IBM 2311 si IBM 1302; IBM 2311 are o capacitat? de 
7250000 bytes si un timp de acces de 85 ys, iar IBM 1302 are o capacitate de 
88 000 000—176 000 000 bytes cu un timp de acces de 165 ms; 

— memoria pe bandă magnetică cu o viteză de transfer de 30 000 —170 000 bytes/s 
si o capacitate de aproximativ 480 000 cartele (la modelul 30), cartela avind 80 bytes: 

— memoriile cu tambur IBM 7 320 cu o capacitate de 830 000 bytes si timp de acces 
de 8,6 ms si IBM 2301 cu o capacitate de 4 000 000 bytes si un timp de acces de 8,6 ms. 

De asemenea, se pot cupla si memorii cu ferite extinzind capacitatea memoriei in- 
terne pînă la 8 000 000 bytes, cu un timp de acces de 8 us. 

Vitezele realizate de principalele dispozitive de intrare-iesire : 

— 1000 cartele/min la cititorul de cartele ; 

— 300 cartele/min la perforatorul de cartele ; 

— 1100 linii/min la imprimantă. 

Programele pot fi scrise în următoarele limbaje simbolice: ALGOL ; FORTRAN; 
COBOL; ASSEMBLER ; RPG si PL/1. 
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